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Subcategorii semireflexive

- Rs
f (B) = {R ∈ R|R = SBR = QB(R)}, 6.1.8

- K ∗d R = SµK(R), K ∗s R = QεR(K),K ∈ K,R ∈ R, 11.1.4
- K ∗dc R = QµK(R) = λR(K),M̃ ⊂ K ∈ K,R ∈ R, 11.3.7
- L ∗sr A = SεL(L ∩ A),L ∈ R,A ⊂ C2V , 12.2.8
- R ∈ Rs

f (εL) ⇐⇒ R = L ∗sr R,L,R ∈ R, 12.2.6
- K ∗dc R = QεL(k(R)) = QεL(K ∩R) ∈ Rs

f (εL), (K,L) ∈ Pc 11.3.15

- L ∗sr R = SεL(L ∩R) = L ∗sr (L ∩R) = K ∗d R = K ∗d (L ∩R) =

K ∗dc (K ∩ K ∗d (L ∩R)), (K,L) ∈ Pc,R ∈ R, 12.3.9
- L ∗sr Γ ∈ Rs

f (εL),L ∈ R(Eu),Γ ∈ R(Mp), 12.2.9

- K ∗d R = SµK∩εR(R),M̃ ⊂ K ∈ K, sau S ⊂ R ∈ R, 11.1.10
- K ∗d R ∈ Rs

f (εU), (K,L) ∈ Pc,R ∈ R,U = L ∨R, 11.1.11

- Γ ∈ Rs
f (εL) ⇐⇒ K ∗dc Γ, (K,L) ∈ Pc,Γ ∈ R(Mp), 11.4.8

- L ∗sr R = ρ(L,L ∩R), (L,R) ∈ P, 12.2.8
-ρ(L,R) = Rs

f (εU),L ∈ Rc,U = L ∨R, r : C2V → R este exact la stânga, 10.4.7

Izomorfismul direct Izomorfismul invers

1. a Rc ∼ Bic R 7→ εR B 7→ λ(B)
1*. a Kc ∼ Bic K 7→ µK B 7→ λ∗(B)
2. i Rc ∼ Bbf R 7→ ((εR)⌝,Mf ◦ (εR)) (E ,M) 7→ λ(Epi ∩M)

2*. a Kc ∼ Bbf K 7→ ((µK) ◦ Ef , (µK)⌞) (E ,M) 7→ λ∗(E ∩Mono)

3. i Rc ∼ Bpb R 7→ (Eu ∩ (εR)⌝,Mp ◦ (εR)) (E ,M) 7→ λ(Eu ∩M)

3*. a Kc ∼ Bbp K 7→ ((µK) ◦ Ep,Mu ∩ (µK)⌞) (E ,M) 7→ λ∗(E ∩Mu)

4. a Rnu ∼ Bεu R 7→ ((εR) ◦ Eu,Mp ∩ (εR)⌞) (E ,M) 7→ λ(E ∩Mp)

4*. a Knu ∼ Buµ K 7→ (Ep ∩ (µK)⌝Mu ◦ (µK)) (E ,M) 7→ λ∗(Ep ∩M)

5. a R ∼ Bεp R 7→ ((εR) ◦ Ep,Mu ∩ (εR)⌞) (E ,M) 7→ λ(E ∩Mu)

5*. i K ∼ Bpµ K 7→ (Eu ∩ (µK)⌝,Mp ◦ (µK)) (E ,M) 7→ λ∗(Eu ∩M
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1. Π ∈ Rs
f (εL),L ∈ R(Eu). 2. iR ∈ Rs

f (εSh).
3. B-iR ∈ Rs

f (εS) 4. lΓ0 ∈ Rs
f (εS)

5. sR ∈ Rs
f (εS).

6. SεLQεL(R) = QεLSεL(R) ∈ Rs
f (εL),R ∈ R şi L ∈ Rc.
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9. Teorii de torsiune relativă (TTR) .................................................................. 480
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1.4. Z-morphismes ................................................................................................... 38

1.5. Limites projectives et inductives ....................................................................... 40

1.6. Foncteurs ........................................................................................................... 47

1.7. Foncteurs adjoints ............................................................................................. 48

Chapitre 2. Structures de fonctorisation ........................................................ 50

2.1. Morphismes orthogonaux .................................................................................. 50
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6.5. Souscatégories semiréflexives ............................................................................ 129

6.6. Latice Lρ(R) .................................................................................................... 132
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f (εL),L ∈ Rc ............................................................................ 364

12.9. Sous-catégories (c, g)-semi-réflexives, couples de sous-catégories bisemi-réflexives
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13.3. Noyaux d, λ et g. Théorème des noyaux ................................................... 394

13.4. Sous-catégories L ∨R,L ∈ Nm(R) ................................................................ 401
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Introducere

Monografia are ca punct de pornire următoarele două momente:

1. Profesorul moscovit Dmitrii Räıcov deseori repeta ı̂n faţa discipolilor săi, că ı̂n categoria

C2V a spaţiilor vectoriale local convexe Hausdorff, unele afirmaţii pot fi formulate şi demonstrate

categorial.

2. În această categorie multe noţiuni şi afirmaţii admit noţiunile duale. Aceasta se datoreşte

mai multor factori:

- Existenţia subcategoriilor M̃ a spaţiilor cu topologie Mackey şi S a spaţiilor cu topologie

slabă. Aceste subcategorii sunt izomorfe şi formează o pereche de subcategorii conjugate. Un

rol deosebit ı̂n categoria C2V ı̂l joacă Teorema Mackey-Arens.

- Existenţa structurilor de factorizare duale (Eu,Mp) =(clasa epi universale, clasa mono

precise) şi (Ep,Mu) =(clasa epi precise, clasa mono universale).

- Perechile de subcategorii conjugate care formează subcategorii izomorfe.

Menţionăm că categoria C2V nu este autoduală şi pentru multe afirmaţii cele duale nu

sunt juste. De exemplu, ı̂n categoria C2V există suficiente obiecte Mp-injective, dar nu există

suficiente obiecte Ep-proiective. Astfel clasa Mp este stabilă la dreapta, iar clasa Ep nu este

stabilă la stânga.

Notaţii. Vom nota K (respectiv: R) clasa subcategoriilor coreflective (respectiv: reflective).

Deoarece corpul K peste care sunt examinate spaţiile vectoriale este sumand direct ı̂n orice

obiect nenul din C2V , rezultă că K ∈ |K| şi K ∈ |R| pentru orice R ∈ R şi K ∈ K. Astfel R
este (Epi∩Mu)-reflectivă şi K este (Mono∩Eu)-coreflectivă. Cu litere mici vom nota functorii

respectivi: k : C2V → K şi r : C2V → R.

Fie M (respectiv: E) o clasă de mono (respectiv: epi) şi A o subcategorie. Atunci cu

SM(A) (respectiv: QE(A)) se notează subcategoria plină a tuturor M-subobiectelor (respectiv:

E-factorobiectelor) obiectelor din A, şi P (A)-subcategoria plină a obiectelor ce sunt produse a

obiectelor din A.

Subcategoriile reflective au fost definite de A.I.Maliţev [Ma, 1958]. Au fost studiate ı̂n

multiple publicaţii ale matematicienilor germani H.Herrlich şi G.E.Strecker (vezi [A, H, S,

2004]).

Structurile de factorizare ı̂şi au ı̂nceputul cu un articol a doi matematicieni români M.Jurchescu

şi A.Lascu [J, M, 1966], ca apoi să apară multiple publicaţii la această temă: C.M.Ringel [Rg,

1971], D.A.Räıcov [Ra, 1972], D.Pumpliim [Pm, 1972] etc. Se construiau cu ajutorul structurilor

de factorizare categoriile de relaţii, categoriile de fracţii şi diversele bijecţii ı̂ntre structurile de

factorizare şi subcategoriile reflective (vezi [B, 1974], [St, 1974]).

Au ı̂nceput să apară multe publicaţii despre structurile de factorizare după apariţia arti-

colului lui J.F.Kennison [Ke, 1965] unde se demonstrează teorema Freyd-Isbell.
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Pentru categoria algebrelor universale această teoremă a fost demonstrată de A.I. Malitev

[Ma, 1958]. De aceea unii o numesc Teorema Malitev-Freyd-Isbell.

Fie µK = {m ∈ Mono|k(m) ∈ Iso}, ϵR = {e ∈ Epi|r(e) ∈ Iso},K ∈ K,R ∈ R.
(K,L) se numeşte o pereche de subcategorii conjugate, dacă µK = εL. Fiecare element al

unei astfel de perechi ı̂l determină ı̂n mod unic pe al doilea. Astfel de perechi formează clasa

Pc şi componentele lor - clasele Kc ale subcategoriilor c-coreflective şi Rc a subcategoriilor c-

reflective. Subcategorii ce joacă un rol important ı̂n analiza funcţională cum sunt subcategoriile

S a spaţiilor cu topologie slabă, uN al spaţiilor ultranuceare şi Sh a spaţiilor Schwartz apaţin

clasei Rc.

Menţionăm că (M̃,S) ∈ Pc şi este cea mai mică pereche, şi (C2V , C2V) cea mai mare pereche

ı̂n clasa Pc.

Teoremă. 1. (Teorema 9.2.5) Fie A o clasă de obiecte Mp-injective. Atunci subcategoria

SMp(P (A) este o subcategorie c-reflectivă.

2. (Teorema 9.2.12). Laticele Pc,Kc şi Rc conţin clase proprii de elemente.

Noţiunea de subcategorie c-reflectivă a fost introdusă de autor [B, 1976]. Trebuie de

menţionat, că exemple de subcategorii cu functorul reflector exact la stânga erau cunoscute

şi până atunci (vezi [Br, 1968], [Gl, 1967]). În teza sa de doctor [B, 1979] autorul a expus

proprietăţile principale ale subcategoriilor c-reflexive (vezi de asemenea [B, 2018b]).

Pentru L ∈ R vom nota Rs(εL) (respectiv: Rf (εL) clasa tuturor subcategoriilor reflective

ı̂nchise ı̂n raport cu (εL)-subobiecte (respectiv: (εL)-factorobiecte) şi Rs
f (εL) = Rs(εL) ∩

Rf (εL).
Definiţie. Fie L,R ∈ R. Subcategoria R se numeşte L-semireflexivă dacă ea este ı̂nchisă

ı̂n raport cu (εL)-subobiecte şi (εL)-factorobiecte. Rs
f (εL) este clasa subcategoriilor L-semi-

reflexive.

Subcategoriile L-semireflexive au fost introduse de autor (vezi [B, C, 2007], [B, C, 2009]).

Au urmat o serie de publicaţii, unde s-au examinat proprietăţile subcategoriilor L-semireflexive,

au fost construite exemple [B, 2018a], [B, 2018b], [B, 2018c], [B, 2020], [B, 2021], [B, 2022], [B,

2023].

Primele exemple de subcategorii L-semireflexive au fost construite cu L subcategorie c-

reflectivă:

- sR subcategoria spaţiilor semireflexive, sR ∈ Rs
f (εS), [Sch, 1966];

- iR subcategoria spaţiilor inductiv semireflxive, iR ∈ Rs
f (εSh), I.A. Berezanski [Be, 1968];

-p-sR a spaţiilor p-semireflexive, J.Dazord, M.Jourlin [D, J, 1971];

- lΓ0 subcategoria spaţiilor local complete, lΓ0 ∈ Rs
f (εS), D.A.Räıcov [Ra, 1965];

- B-iR subcategoria spaţiilor B-inductiv semireflexive, B-iR ∈ Rs
f (εS), V.S.Sekovanov [Sk,

1980], D.Botnaru [B, 2023].
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Fie L,L1,L2 ∈ R şi L1 ⊂ L2. Atunci εL2 ⊂ εL1 şi Rs
f (εL1) ⊂ Rs

f (εL2). Mai departe,

C2V ∈ Rs
f (εL) şi R = Rs

f (εC2V).
Există diverse condiţii necesare şi suficiente ca o subcategorie să fie L-semireflexivă, ı̂ndeosebi

când L este o subcategorie c-reflectivă. O să enumerăm câteva.

Definiţie. Fie A o subcategorie şi L o subcategorie reflectivă a categoriei C2V . Obiectul X
se numeşte (L,A)-semireflexiv, dacă L-replica lui aparţine subcategoriei A. Subcategoria plină

a tuturor obiectelor (L,A)-semireflexive se numeşte produsul semireflxiv al subcategoriilor L şi

A şi se notează

R = L ∗sr A.

Teoremă (Teorema 12.2.6). Fie L ∈ Rc şi R ∈ R. Atunci L ∗sr R ∈ Rs
f (εL).

Această teoremă indică rolul deosebit pe care-l joacă subcategoriile c-reflective ı̂n construcţia

subcategoriilor semireflexive.

Teoremă (Teorema 12.3.9). Fie (K,L) ∈ Pc şi R ∈ R. Atunci
L ∗sr R = L ∗sr ∗(K ∗d (L ∩R)) = L ∗sr (L ∩R)) = K ∗d R = K ∗d (L ∩R)) =

= K ∗dc (K ∩ (K ∗d (L ∩R)) = SεL(L ∩R),

unde K ∗d (L ∩R) este produsul de dreapta al subcategoriei coreflective K şi celei reflective

L ∩R; (11.1);

K ∗dc A este produsul de dreapta cocartezian (11.3).

Teoremă (Teorema 12.7.3). Fie L,R ∈ R, şi F = L ∩ R. Următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. R ∈ Rs
f (εL).

2. R ∈ Rs(εL) şi l(R) = F .

3. R ∈ Rs(εL) şi l(R) ⊂ R.

4. Clasa J ′(R) este (εL)-coereditară şi pentru orice morfism b : X → Y ∈ εL pătratul

r(b) · rX = rY · b

este cocartezian.

Varietăţile şi subcategoriile bireflective au o expunere amplă ı̂n lucrările savanţilor J.Diestel,

S.A.Morris şi A.Saxon [D, M, S, 1971] şi W.Y.Wulbur [W, 1971]. O subcategorie c-reflective L
defineşte o clasă de varietăţi L-semireflexive (Teorema 9.4.21).

Menţionăm de asemenea şi unele operaţii binare cu subcategorii ce ne conduc la grupoizi:

grupoidului R (§10.3), Rc (§10.4), Rs
f (εL) (§12.8).

Un rol special ı̂n studierea subcategoriilor L-semireflexive ı̂l joacă nucleele (capitolul 13). O

subcategorie L-semireflexivă poate fi prezentată ca produs semireflexiv ı̂n diverse variante atât

după primul cât şi după al doilea factor (Teoremele 12.2.6 şi 12.2.13).
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Nucleele indică unele posibilităţi a prezentării unei subcategorii L-semireflexive ca produs

semireflexiv. Ele arată uneori domeniile de variaţie a factorilor produsului semireflexiv. Se

stabileşte izomorfismul mai multor sublatici ale laticei Rs
f (εL).

Un rol deosebit ı̂n studierea subcategoriilor S-semireflexive ı̂l joacă perechile de subcategorii

(τ, σ)-duale. Este un izomorfism al clasei subcategoriilor S-semireflexive şi al clasei subcategori-

ilor coreflective ce se conţin ı̂n subcategoria M̃ a spaţiilor cu topologie Mackey. Astfel punctele

(a), (c) şi (e) ale Teoremei 5.5 cap. IV [Sch, 1966] şi-au găsit o interpretare categorială:

a) E este semireflexiv;

c) E ′
τ este tonelat;

e) E este quazicomplet ı̂n topologia σ(E,E ′).

La această corespondentă subcategoriei spaţiilor semireflexive ı̂i revine subcategoria spaţiilor

tonelate, şi subcategoriei spaţiilor complete cu topologie slabă ı̂i revine subcategoria spaţiilor

cu cea mai fină topologie local convexă.

Această afirmaţie a fost extisă pentru orice element al clasei Rs
f (εS).

Teoremă (Teorema 15.2.7 p.3).Există o corespondentă biunivocă ı̂ntre clasele Rs
f (εS) şi

K(M̃).

Echivalenţa unor afirmaţii din această teoremă au fost demonstrate de savantul moscovit

M.Buneaev [Bn, 1984]. Astfel se construesc perechi de subcategorii (L, T ) cu L ∈ Rs
f (εS)

şi T ∈ K(M̃). Aceste perechi de subcategorii ı̂i permit lui M.Buneaev de-a demonstra legea

exponenţială [Bn, 1977] şi [Bn, 1978] cât şi teorema despre graficul ı̂nchis [Bn, 1982] (vezi de

asemenea [K, 1964]).

Unele probleme examinate ı̂n monografie pot fi studiate şi ı̂n categoriile:

- U2 a spaţiilor uniforme Hausdorff [Is, 1964];

- C2Ab a grupurilor abeline local convexe Hausdorff [Kn, 1970], [Lr, 1974];

- T h a spaţiilor Tihonov [E, 1985].

Printre aceste probleme menţionăm:

- definirea şi studierea perechilor de subcategorii conjugate;

- definirea şi studierea subcategoriilor semireflexive.

Monografia conţine 34 probleme, 90 exerciţii şi sute de exemple. Poate servi ca un curs

facultativ pentru studenţi, ca sursă de cercetare pentru tinerii savanţi.

Aduc sincere mulţumiri colegelor mele Alina Ţurcan şi Olga Cerbu pentru susţinere zi de zi.

De asemenea sunt recunoscător Doamnei Aurelia Roşca (Niţuleac) pentru paginarea compu-

terizată.
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Introduction

Cette monographie a comme point de départ les deux faits suivants:

1. Le professeur moscovite Dmitrii Räıcov répétait souvent à ses disciples que dans la

catégorie C2V des espaces localement convexes topologiques vectoriels Hausdorff certaines affir-

mations peuvent être formúlees et démontrées catégorialement.

2. Dans cette catégorie, plusieures notions et énonceś admettent des correspondents duals.

Ceci est dû à plusieurs facteurs:

- L’existence des sous-catégories M̃ des espaces à topologie Mackey et S des espaces à

topologie faible. Ces sous-catégories sont isomorphes et forment une paire de sous-catégories

conjuguées. Le Théorème de Mackey-Arens joue un rôle particulier dans la catégorie C2V .
- L’existence des structures de factorisation duales (Eu,Mp) = (la classe epi universelle, la

classe mono précise) et (Ep,Mu) = (la classe épi précise, la classe mono universelle).

- Les couples de sous-catégories conjuguées, qui forment des sous-catégories isomorphes.

Mentionnons que la catégorie C2V n’est pas autoduale et, pour plusieurs affirmations, celles

duales ne sont pas justes. Par exemple, dans la catégorie C2V il existe assez d’objets Mp-

injectifs, mais il n’existe pas assez d’objets Ep-projectifs. Ainsi la classe Mp est stable à droite

tandis que la classe Ep n’est pas stable à gauche.

Notations. Notons par K (respectivement: R) la classe des sous-catégories coréflectives

(respectivement: réflectives). Puisque le corps K dont on examine les espaces vectoriels est

sumand direct dans chaque objet non nul du C2V , il résulte que K ∈ |K| et K ∈ |R| pour tout

R ∈ R et K ∈ K. Ainsi R est (Epi ∩ Mu)-réflective et K est (Mono ∩ Eu)-coréflective. Les

foncteurs respectifs seront notés par des lettres minuscules: k : C2V → K et r : C2V → R.

Soit M (respectivement: E) une classe de mono (respectivement: epi) et A une sous-

catégorie. Alors avec SM(A) (respectivement: QE(A)) sera notée la sous-catégorie pleine de

toutes M-sous objets (respectivement: E-factorobjets) des objets de A, et P (A)-sous-catégorie

pleine des objets qui sont des produits des objets de A.

Les sous-catégories reflectives on été définies par A.I.Maliţev [Ma, 1958], et étudiés dans

plusieurs publications des mathématiciens allemands H.Herrlich et G.E.Strecker (voir [A, H,

S, 2004]).

Les structures de factorisation ont débuté par un article à deux mathématiciens roumains

M.Jurchescu et A.Lascu [J, M, 1966], ensuite ont paru plusieurs publications sur ce thème

C.M.Ringel [Rg, 1971], D.A.Räıcov [Ra, 1972],D.Pumpliim [Pm, 1972],etc.

Maintes ouvrage ont été publiés sur les structures de factorisation après la parution de

l’article de J.F.Kennison [Ke, 1965], oú est démontré le théorème de Freyd-Isbell,
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Pour la catégorie des algebres universelles ce théorème a été démontré par A.I.Maliţev [Ma,

1958]. C’est purquoi certains le nomme le Théorème Maliţev-Freyd-Isbell.

Soit µK = {m ∈ Mono|k(m) ∈ Iso}, ϵR = {e ∈ Epi|r(e) ∈ Iso},K ∈ K,R ∈ R.
(K,L) est nommé un couple de sous-catégories conjuguées si µK = εL. Chaque élément

d’un pareil couple détérmine de manière unique le deuxième élément. De tels couples forment

la classe Pc et leurs componentes forment la classe Kc des sous-catégories c-coréflectives et Rc

des sous-catégories c-réflectives.

Les sous-catégories qui jouent un rôle important dans l’analyse fonctionnelle telles que les

sous-catégories S des espaces à topologie faible, uN des espaces ultranucléaires et Sh des espaces

Schwartz appartiennent à la classe Rc.

Théorème 1. (Théorème 9.2.5) Soit A une classe d’objets Mp-injectifs. Alors la sous-

catégorie SMp(P (A)) est une sous-catégorie c-réflective.

2. (Théorème 9.2.12). Les latices Pc,Kc et Rc contiennent des classes propres d’éléments.

Le notion de sous-catégorie c-réflective a été introduite par l’auteur [B, 1976]. Il faut

mentionner que des exemples de sous-catégories avec le foncteur reflecteur exact à gauche

étaient déjà connus (voir [Br, 1968], [Gl, 1967]. Dans sa thiese de docteur [B, 1979] l’auteur a

décrit les propriétés principales des sous-catégories c-réflectives (voir aussi [B, 2018b]).

Pour L ∈ R notons Rs(εL) (respectivement: Rf (εL) la classe de toutes les sous-catégories

réflectives fermées par rapport à (εL)-sous objets (respectivement: (εL)-facteurobjets) et Rs
f (εL) =

Rs(εL) ∩ Rf (εL).
Definition. Soit L,R ∈ R. La sous-catégorie R se nomme L-semi-réflexive si elle est

fermée par rapport à (εL)-sous objets et (εL)-facteurobjets. Rs
f (εL) est la classe des sous-

catégories L-semi-réflexives.

Les sous-catégories L-semiréflexives ont été introduites par l’auteur (voir [B, C, 2007], [B,

C, 2009]). Una série de publications ont paru, où ont été examinées les propriétés des sous-

catégories L-semiréflexives, ont été construit des exemples [B, 2018a], [B, 2018b], [B, 2018c],

[B, 2020], [B, 2021], [B, 2022], [B, 2023].

Les premiers exemples de sous-catégories L-semi-réflexives ont été construites avec la L
sous-catégorie c-réflective:

- sR la sous-catégorie des espaces semi-réflexifs, sR ∈ Rs
f (εS);

- iR la sous-catégorie des espaces inductivement semi-réflexifs, iR ∈ Rs
f (εSh), I.A. Berezan-

ski [Be, 1968].

-p-sR des espaces p-semi-reflexifs, J.Dazord, M.Jourlin [D, J, 1971];

- lΓ0 sous-catégorie des espaces localement complets, lΓ0 ∈ Rs
f (εS), D.A.Räıcov [Ra, 1965];

- B-iR sous-catégorie des espaces B-inductifs semi-reflexifs, B-iR ∈ Rs
f (εS), V.S.Sekovanov
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[Sk, 1980], D.Botnaru [B, 2023].

Soit L,L1,L2 ∈ R et L1 ⊂ L2. Alors εL2 ⊂ εL1 et Rs
f (εL1) ⊂ Rs

f (εL2). C2V ∈ Rs
f (εL) et

R = Rs
f (εC2V).

Il y a diverses conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une sous-catégorie soit L-semi-

réflexive, surtout quand L est une sous-catégorie c-réflective. On va indiquer quelelques unes.

Definition. Soit A une sous-catégorie et L une sous-catégorie réflective de la catégorie C2V .
L’objet X se nomme (L,A)-semi-réflexif si sa L-réplique appartient à la sous-catégorie A. La

sous-catégorie pleine de tous les objets (L,A)-semi-réflexifs se nomme produit semi-réflexif des

sous-catégories L et A, il est noté par

R = L ∗sr A.

Théorème (Théorème 12.2.6). Soit L ∈ Rc et R ∈ R. Alors L ∗sr R ∈ Rs
f (εL).

Ce théorème indique le rôle particulier que jouent les sous-catégories c-réflecxives dans la

construction des sous-catégories semi-réflexives.

Un rôle spécial dans l’étude des sous-catégories L-semi-réflexives est joué par les noyaux

(Chapitre 13). Une sous-catégorie L-semi-réflexive peut être présentée comme produit semi-

réflexif en diverses variantes tant après le premier qu’après le second facteur (Théorème 12.2.6).

Un rôle particulier dans l’étude des sous-catégories S-semi-réflexives est joué par les couples

de sous-catégories (τ, σ)-duales. C’est un isomorphisme de la classe des sous-catégories S-semi-

réflexives et de la classe des sous-catégories coréflectives qui se contiennent dansla sous-catégorie

M̃ des espaces à topologie Mackey. Ainsi les points (a), (c) et (e) du Théorème 5.5 chap. IV

[Sch, 1966] ont une interprétation catégorielle: a) E est semi-réflexive; c) E ′
τ est tonélés; e) E

est quasicomplet dans la topologie σ(E,E ′).

Théorème (Théorème 15.2.7 p.3). Il existe une correspondance biunivoque entre les classe

Rs
f (εS) et K(M̃).

L’equivalence de certaines affirmations de ce théorème ont été démontreées par M.Buneaev

[Bn, 1984]. On construit ainsi des couples de sous-catégories (L, T ) avec L ∈ Rs
f (εS) şi

T ∈ K(M̃). Ces couples de sous-catégories permettent à M.Buneaev de démontrer la loi expo-

nentielle [Bn, 1977] et [Bn, 1978] et aussi le théorème sur le grafe fermé [Bn, 1982] (voir aussi

[K, 1964]).

Certains problèmes examinés dans la monographie peuvent être étudiés aussi dans les

catégories: - U2 des espaces uniformes Hausdorff [Is, 1964]; - C2Ab des groupes local convexes

Hausdorff [Kn, 1970], [Lr, 1974]; - T h des espaces Tikhonov [E, 1985].

La monographie contient 34 problm̀es, 90 exercices et des centaines d’exemples. Elle peut

servir comme un cours facultatif pour les étudiants et comme une source de recherche pour les

jeunes savants.
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Capitolul 1. Limite proiective şi inductive. Functori

1.1. Monomorfisme şi epimorfisme

1.1.1. Definiţie. Morfismul f al categoriei C se numeşte monomorfism sau pe scurt mono,

dacă din faptul că f · u = f · v, rezultă că u = v (̂ıntr-o egalitate monomorfismul f poate fi

simplificat din stânga).

d∗ : epimorfism sau epi.

1.1.2. Definiţie.Morfismul s al categoriei C se numeşte secţionabil sau secţiune dacă există

un morfism r astfel ı̂nĉıt r · s = 1. Se mai spune că morfisml s posedă inversul de stânga r.

d∗ : morfism retractibil sau retracţie.

1.1.3. Notaţii. Pentru o categorie arbitrară C fie:

1) clasa tuturor monomorfismelorMono sauMono C când se consideră mai multe categorii;

2) clasa tuturor epimorfismelor Epi sau Epi C;

3) clasa tuturor bimorfismelor Bim sau Bim C; Bim =Mono ∩ Epi;
4) clasa tuturor isomorfismelor Iso sau Iso C;

5) clasa tuturor secţiunilor Sec sau Sec C;

6) clasa tuturor retracţiilor Ret sau Ret C.

1.1.4. Remarcă. De obicei ı̂n categoriile algebrei universale monomorfismele sunt aplicaţii

injective, iar epimorfismele sunt aplicaţii surjective. Dacă spaţiile topologice sunt Hausdorff,

atunci clasa epimorfismelor devine cu mult mai mare: morfismul f : (X, t) −→ (Y, u) este un

epi dacă şi numai dacă f(X) este o mulţime densă ı̂n Y .

1.1.5. Definiţie.Fie A şi B două clase de morfisme ale categoriei C. Compoziţia claselor

A şi B, care o vom nota-o A ◦ B, se numeşte clasa tuturor morfismelor de forma a · b pentru

care această compoziţie există cu a ∈ A şi b ∈ B.

1.1.6. Definiţie. Vom spune că clasa A de morfisme a categoriei C este ı̂nchisă ı̂n raport

cu compoziţia, dacă A ◦ A ⊂ A.

1.1.7. Definiţie. 1. Fie A şi B două clase de morfisme ale categoriei C. Clasa A se

numeşte B-ereditară dacă din faptul f · g ∈ A şi f ∈ B, rezultă că g ∈ A. Clasele C-ereditare

se numesc simplu ereditare.

d∗ : mulţime B-coereditară şi coereditară.

2. Fie că mulţimea A este A-ereditară. Atunci ea se numeşte a-ereditară.

d∗ : mulţime a-coereditară.
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1.1.8. Exerciţii.

1. Iso ⊂ Sec ⊂Mono.

2. Epi ∩ Sec = Iso.
3. Clasele Sec şi Mono sunt ereditare.

4. Clasele enumerate ı̂n p. 1.1.3 sunt ı̂nchise ı̂n raport cu compoziţia.

1.1.9. Lemă. În categoria C2V morfismul f : (E, t) −→ (F, u) este un epi dacă şi numai

dacă f(E) este un subspaţiu dens ı̂n spaţiul F .

↓ Fie f un epi şi fie că f(E) nu este dens ı̂n spaţiu F . În acest caz putem prezenta

spaţiul vectorial F ca produs de spaţii F1 şi F2 cu următoarele proprietăţi: f(E) ⊂ F1 şi F2

este nenul finit dimensional. Examinăm pe subspaţiile F1 şi F2 topologiile induse din spaţiul

(F, u) : (F1, u1) şi (F2, u2).

Deoarece F2 este finit dimensional, deducem că (F, u) este produsul subspaţiilor (F1, u1)

şi (F2, u2) : (F, u) = (F1, u1) × (F2, u2). Fie p2 : (F, u) −→ (F2, u2) proiecţia canonică, iar

q2 : (F2, u2) −→ (F, u) incluziunea canonică. Atunci

),( tE
f

),( uF
1

),( uF

22 pq ×

Figura 1.1.1

(q2 · p2) · f = 1 · f,

iar

q2 · p2 6= 1.

Reciproc. Fie că morfismul f : (E, t) −→ (F, u) are imagine densă şi o să demonstrăm că f

este un epi. Într-adevăr fie

g · f = h · f.

Pentru un element arbitrar y ∈ F există o dirijare (xi)i∈I astfel ı̂ncât f(xi) −→ y. Atunci

gf(xi) −→ g(y) şi hf(xi) −→ h(y). Luând ı̂n consideraţie că spaţiile sunt Hausdorff, deducem

că g(y) = h(y). ↑
1.1.10. Exemple. Categorii ı̂n care epimorfismele nu sunt aplicaţii surjective.

1. În categoria Ann1 a inelelor cu unitate, urmatoarele incluziuni canonice, deci şi compoziţia

lor,

Z −→ Q, Q −→ R, R −→ C
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sunt epimorfisme.

Astfel fie A un inel cu unitate, şi f, g : C −→ A sunt două omomorfisme de inele cu unitate

ce coincid pe inelul Z. Atunci f = g.

2. Fie C o categorie abeliană, (T ,F) o teorie de torsiune ı̂n C, şi L localizarea ei. Atunci

F este o subcategorie epireflectivă a categoriei C, iar L este o subcategorie monoreflectivă (deci

şi epireflectivă) a categoriei F . Astfel L-replica oricărui obiect din F este un bimorfism ı̂n F ,

dar nu ı̂ntotdeauna (dacă L 6= F) un iso.

Aşadar ı̂n subcategoria F există epimorfisme ce nu sunt epimorfisme ı̂n categoria C:

EpiF 6⊂ EpiC, BimF 6⊂ BimC.

Ultimele afirmaţii pot fi scrise şi astfel

F ∩ EpiC ⊂ EpiF , F ∩ BimC ⊂ BimF .

1.2. Produse şi sume

1.2.1. Definiţie. Obiectul X şi mulţimea de morfisme {pi : X −→ Xi | i ∈ I} se numeşte

podusul familiei de obiecte {Xi | i ∈ I} a categoriei C dacă ele posedă următoarea proprietate:

Pentru orice obiect Y al categoriei C şi orice familie de morfisme {fi : Y −→ Xi | i ∈ I}
există un singur morfism f : Y −→ X astfel ı̂nĉıt

pj · f = fj,∀j ∈ I.

Y
jf

jX

jp

iXÕ

f!

Figura 1.2.1

Se spune: Obiectul X este produsul (categorial) al familiei de obiecte {Xi | i ∈ I} cu

proiecţiile canonice {pi | i ∈ I}.
Se notează: X =

∏
i∈I
Xi sau X =

∏
{Xi | i ∈ I}.
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d∗ : Se spune: Obiectul X este suma (categorială) al familiei de obiecte {Xi | i ∈ I} cu

incluziunile canonice {qi : Xi → X | i ∈ I}.
Se notează: X =

∐
i∈I
Xi sau X =

∐
{Xi | i ∈ I}.

În categorii aditive se mai utilizează notaţiile

X =
⊕
i∈I
Xi sau X =

⊕
{Xi | i ∈ I}.

jX

jq

jXC

jf

Y
f!

Figura 1.2.2

Pentru orice obiect Y şi orice familie de morfisme {fi | i ∈ I} există un singur morfism f

astfel ı̂nĉıt

f · qj = fj, ∀j ∈ I.

1.2.2. Remarcă. În multe categorii concrete produsul categorial al unei familii de obiecte

se realizează ca produsul cartezian al mulţimilor subiacente ı̂nzestrat cu structurile respective.

1.2.3. Exemple. 1. Realizarea produsului ı̂n categoria mulţimilor Ens. Fie {Xi | i ∈ I} o

familie de mulţimi. Atunci produsul categorial poate fi realizat ca produsul cartezian al acestor

mulţimi ∏
Xi = {(xi)i∈I | xj ∈ Xj}.

Proiecţiile canonice pj :
∏
Xi −→ Xj se definesc astfel:

pj((xi)i∈I) = xj.

Pentru orice familie de aplicaţii fi : Y −→ Xi, i ∈ I morfismul f : Y −→
∏
Xi se defineşte

astfel:

f(y) = (fi(y)i∈I).

Atunci

pjf(y) = pj(fi(y)i∈I) = fj(y)
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şi egalităţile din definiţia 1.2.1 sunt verificate.

2. Realizarea produsului ı̂n categoria T op a spaţiilor topologice. Fie {(Xi, ti) | i ∈ I} o

familie de spaţii topologice, X =
∏
Xi, iar pi : X −→ Xi, i ∈ I - proiecţiile canonice ı̂n

categoria Ens. Pe mulţimea X se defineşte aşa numită topologie Tihonov. Baza acestei topologii

t serveşte intersecţia unui număr finit de mulţimi de tipul p−1i (Gi), unde Gi ∈ ti. Topologia t

se mai numeşte topologia proiectivă definită de aplicaţiile pi : X −→ (Xi, ti), i ∈ I. Ea este cea

mai slabă topologie pentru care toate alicaţiile {pi, | i ∈ I} sunt continui.

3. Realizarea produsului ı̂n categora R - Mod modulelor de stânga peste inelul R. Fie

{Mi | i ∈ I} o familie de module stângi peste inelul R.

Produsul categorial M =
∏
Mi este mulţimea M care este produsul cartezian al familiei

{Mi | i ∈ I} ı̂nzestrat cu structura de R-Mod astfel:

Fie {(xi)i∈I} şi (yi)i∈I două elemente ale mulţimii M , iar α ∈ R. Atunci

1. (xi)i∈I ± (yi)i∈I = (xi ± yi)i∈I .
2. −(xi)i∈I = (−xi)i∈I .
3. α · (xi)i∈I = (α · xi)i∈I .
4. 0 = (0i)i∈I .

4. Fie C categoria R-Mod topologice, categoria spaţiilor topologice vectoriale sau categoria

C2V. Pentru orice familie de obiecte {Xi | i ∈ I} din categoria C pe produsul cartezian X =∏
Xi a mulţimilor subiacente {Xi | i ∈ I} se defineşte structura algebrică conform ex.3 şi

structura topologică conform ex.2. Această topologie este compatibilă cu structura algebrică.

Ca rezultat se obţine produsul categorial al familiei de obiecte {Xi | i ∈ I} ı̂n categoria C.

5. Fie R o subcategorie reflectivă ı̂n categoria C din exemplul 4. Deoarece R este ı̂nchisă,

ı̂n raport cu limitele proiective, rezultă că produsul categorial al unei familii de obiecte din R
se construieşte la fel ca ı̂n exemplul 4.

6. Fie K o subcategorie coreflectivă ı̂n categoria C din exemplul 4, iar {Xi | i ∈ I} o familie

de obiecte a categoriei K. În continuare, fie X =
∏
{Xi | i ∈ I} produsul categorial al acestei

familii ı̂n categoria C cu proiecţiile canonice {pi : X → Xi | i ∈ I}, şi kX : kX −→ X K-co-

replica obiectului X. Deseori kX este o bijecţie. Astfel structura algebrică, dacă ea există pe

obiectul X, este aceeaşi şi ı̂n kX. Dacă pe X există careva topologie, atunci pe kX topologia

este, ı̂n genere, mai fină (kX nu este un iso). În această situaţie kX este produsul ı̂n categoria

K a familiei {Xi | i ∈ I} cu proiecţiile canonice {pi · kX | i ∈ I}.

kX
Xk

X
ip

iX

Figura 1.2.3
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Astfel am indicat un exemplu când topologia pe produsul categorial nu este topologia Tihonov.

Topologia pe mulţimea kX este cea mai slabă topologie pentru care aplicaţiile {pi · kX | i ∈ I}
sunt continui şi mulţimea kX cu această topologie aparţine subcategoriei K.

1.2.4. Exemple. Să examinăm interpretarea sumei unei familii de obiecte ı̂n aceleaşi

categorii.

1. Realizarea sumei ı̂n categoria Ens. Fie {Xi | i ∈ I} o familie de mulţimi. Suma ei este

reuniunea disjunctivă a acestor mulţimi. Deoarece unele elemente ı̂n mulţimile acestei familii

pot coincide ı̂ntre ele, pentru a le deosebi se procedează astfel. Fiecare mulţime Xi este izomorfă

cu produsul cartezian Xi×{i}. Astfel, de exemplu, mulţimile Xi×{i} şi Xj×{j} sunt diferite,

pentru i 6= j chiar dacă Xi = Xj. Astfel∐
{Xi | i ∈ I} =

∐
{Xi × {i} | i ∈ I}.

Incluziunile canonice qj : Xj →
∐
Xi sunt definite astfel qj(x) = (x, j) pentru orice punct

x ∈ Xj. Pentru orice familie de morfisme fj : Xj −→ Y aplicaţia f :
∐
Xi −→ Y se defineşte

astfel

f(x, i) = fi(x),∀x ∈ Xi, ∀i ∈ I.

2. Realizarea sumei ı̂n categoria T op. Fie {(Xi, ti) | i ∈ I} o familie de spaţii topologice,

iar (X, t) - suma acestor obiecte. Atunci X =
⋃
{Xi × {i} | i ∈ I}, iar topologia t induce pe

fiecare submulţime Xi × {i} ∼ Xi topologia ti.

3. Realzarea sumei ı̂n categoria R-Mod. Fie {Mi | i ∈ I} o familiie de R-module stângi.

Suma lor M este submodulul modulului
∏
{Mi | i ∈ I} format din acele elemente (mi)i∈I pentru

care numai un număr finit de coordonate sunt nenule:

pj((mi)i∈I) = mj

şi mj 6= 0 numai pentru un număr finit de indici j ∈ I. Incluziunile canonice

qj : Mj →M

operează astfel

qj(m) = (mi)i∈I ,

unde {
mi = 0, i 6= j,

mi = m, i = j.
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Pentru orice familie de morfisme fi : Mi −→ A morfismul f : M −→ A cu proprietăţile

respective se defineşte astfel

f((mi)i∈I) =
∑
i∈I

fi(mi),

unde suma scrisă are sens, deoarece numai un număr finit de elemente sunt nenule.

4. Realizarea sumei ı̂n categoria C2V. Fie {(Ei, ti) | i ∈ I} o familie de obiecte ı̂n categoria

C2V, (
∏
Ei, t) - produsul categorial al acestei familii, iar (

∐
Ei, u) - suma ei. Atunci

∐
Ei este

suma familiei {Ei | i ∈} ı̂n categoria spaţiilor vectoriale.

Aşadar
∐
Ei este un subspaţiu al spaţiului vectorial

∏
Ei. Însă topologia u este, ı̂n genere,

mai fină ca topologia t′ indusă de t pe subspaţiul
∐
Ei. Topologia u este cea mai fină topologie

local convexă pentru care toate incluziunile canonice qj : (Ej, tj)→ (
∐
Ei, u) sunt continui. Ea

se numeşte topologia inductivă definită de aplicaţiile qj, j ∈ I. Menţionăm că atât topologia t′

cât şi u induc pe subspaţiile Ej topologiile tj.

5. Mulţimea numerelor naturale o examinăm ca o categorie: din obiectul m ı̂n obiectul n

există un morfism atunci şi numai atunci când n divide m.

a) Suma obiectelor m şi n este cel mai mare divizor comun al numerelor m şi n: m⊗ n =

(m,n).

b) În categoria N există suma oricărui număr de obiecte. În particular m(I) = m.

c) Produsul obiectelor m şi n este cel mai mic multiplu comun al numerelor m şi n: m×n =

[m,n]. În particular mI = m.

d) În subcategoria N există produsul oricărui număr finit de obiecte. Produsul unui număr

infinit de obiecte diferite nu există.

1.2.5. Definiţie. Categoria C se numeşte conexă, dacă pentru orice două obiecte X, Y ale

ei Hom(X, Y ) 6= ∅.
1.2.6. Fie C o categorie conexă, {(Xi, i ∈ I} o familie de obiecte pentru care există produsul∏
Xj cu proiecţiile canonice pi :

∏
Xj −→ Xi. Fixăm un indice i0 ∈ I şi careva morfism

fi : Xi0 −→ Xi, i 6= i0 şi i ∈ I. Pentru i = i0 fie fi = 1.

0i
X

f

if

jXÕ

ip

iX

Figura 1.2.4
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În baza definiţiei produsului categorial există un morfism f : Xi0 −→
∏
Xj astfel ı̂nĉıt

pi · f = fi, i 6= i0

şi

pi0 · f = 1.

Ultima egalitate arată că proiecţiile canonice ı̂n acest caz sunt retracţii.

Teoremă. Fie C o categorie conexă. Atunci proiecţiile canonice sunt retracţii, iar incluzi-

unile canonice ı̂n sumă sunt secţiuni.↑
1.2.7. Remarcă. Inversul de dreapta f al proiecţiei pi0 nu este unic determinat.

1.2.8. Fie C o categorie conexă, şi {Xi, i ∈ I} o familie de obiecte pentru care există

produsul şi suma

jXÕ
ip

iX
iX

iq
jXC

Figura 1.2.5

Cum s-a menţionat mai sus morfismele pi sunt retracţii, iar qi - secţiuni. Pentru fiecare qi fixăm

un invers de stânga ti, i ∈ I.

jXÕ

ip

iX

iq

jXC

it

t

Figura 1.2.6

Aşadar există un morfism t :
∐
Xj →

∏
Xj astfel ı̂ncât

pi · t = ti,∀i ∈ I.

Într-o categorie aditivă se examinează morfismul t definit de următoarea familie de morfisme

ti, i ∈ I {
ti · qi = 0, i 6= j,

ti · qi = 1, i = j.

1.2.9. Să examinăm diagrama precedentă pentru categoria C2V
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( )uX j ,C ( )vX j ,Õ
t

ip

is

iq
it

( )ii vX ,

Figura 1.2.7

unde

ti · qj = 0, i 6= j; ti · qi = 1, i = j, (1)

pi · sj = 0, i 6= j; pi · si = 1, i = j. (2)

Aceste egalităţi definesc şi următoarele egalităţi:

pi · t = ti, ∀i ∈ I, (3)

t · qi = si, ∀i ∈ I. (4)

Din egalităţile (1) şi (2) deducem.

Teoremă. 1. Topologia proiectivă definită pe Xi de spaţiul (
∐
Xj, u) şi aplicaţia qi coincide

cu cea iniţială vi.

2. Topologia proiectivă definită pe Xi de spaţiul (
∏
Xj, v) şi aplicaţia si coincide cu cea

iniţială vi.

3. Topologia inductivă definită pe Xi de spaţiul (
∐
Xj, u) şi aplicaţia ti coincide cu cea

iniţială vi.

4. Topologia inductivă definită pe Xi de spaţiul (
∏
Xj, v) şi aplicaţia pi coincide cu cea

iniţială vi. ↑
1.2.10. Să examinăm ı̂n categoria C2V morfismul t din diagrama precedentă. Deoarece∐
Xj este un subspaţiu al spaţiului

∏
Xj, conchidem că topologia v′ indusă pe subspaţiul∐

Xj de topologia v este mai slabă ca topologia u.

Teoremă. Topologiile u şi v′ coincid pe spaţiul
∐
Xj dacă şi numai dacă mulţimea de

indici I este finită. ↑
1.2.11. Fie {Xi, i ∈ I} şi {Yi, i ∈ I} două familii de obiecte ale categoriei C indexate

cu aceeaşi mulţime I. Mai departe, fie că există produsele categoriale ale fiecărei familii cu

proiecţiile canonice

pi :
∏
Xj −→ Xi şi ti :

∏
Yj −→ Yi.
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În această situaţie orice familie de morfisme {fi : Xi −→ Yi | i ∈ I} defineşte un morfism

unic f :
∏
Xj −→

∏
Yj cu proprietăţile

fi · pi = ti · f, ∀i ∈ I.

jXÕ

ip

iX if

jff Õ=

jYÕ

it

iY

Figura 1.2.8

Definiţie. Morfismul f se numeşte produsul morfismelor {fi | i ∈ I} şi se notează f =
∏
fi

sau f =
∏
{fi | i ∈ I}.

d∗ : Suma unei familii de morfisme.

Notaţii. f =
∐
fi sau f =

∐
{fi | i ∈ I}.

1.2.12. Definiţie. Vom spune că clasa A ⊂ MorC este multiplicativă (̂ınchisă ı̂n raport

cu produsele) dacă pentru orice familie de morfisme {fi | i ∈ I} din clasa A pentru care există∏
fi, rezultă că acest produs de asemenea aparţine clasei A.

d∗ : Clasă de morfisme ı̂nchisă ı̂n raport cu sumele.

1.2.13. Exerciţiu. Clasa monomorfismelor Mono a oricărei categorii C este ı̂nchisă ı̂n

raport cu produsele.

1.2.14. Propoziţie. În categoria C2V clasa Epi este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele: dacă

ei : Xi −→ Yi ∈ Epi, i ∈ I şi e =
∏
ei, atunci e ∈ Epi.

↓ Fie X =
∏
{Xi | i ∈ I}, Y =

∏
{Yi | i ∈ I}, iar pi : X −→ XI şi qi : Y −→ Yi proiecţiile

canonice. Atunci

ei · pi = qi · e, ∀i ∈ I. (1)

Trebuie să demonstrăm că imaginea spaţiului X ı̂n spaţiul Y este o mulţime densă. Fie G o

mulţime deschisă nevidă ı̂n spaţiul Y . Deorece pe spaţiul Y avem topologia Tihonov, există o

mulţime finită J ⊂ I şi mulţimile deschise Gi, i ∈ J ı̂n spaţiile Yi astfel ı̂ncât

G = G′ × Y ′′,

unde
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G′ ⊃
∏
{Gi | i ∈ J}

şi

Y ′′ =
∏
{Yi | i ∈ I \ J}.

Fie X ′ =
∏
{Xi | i ∈ J}, Y ′ =

∏
{Yi | i ∈ J} cu priecţiile canonice p′i : X ′ −→ Xi şi

q′i : Y −→ Yi. Notăm e =
∏
{ei | i ∈ J}. Atunci există morfsmele p : X −→ X ′ şi q : Y −→ Y ′

astfel ı̂ncât

pi = p′i · p, ∀i ∈ J,

qi = q′i · q, ∀i ∈ J,

e′ · p = q · e.

X

ip

ip¢

p

iX ie

Y

iq

iq¢

q

iY

X ¢

e¢

Y¢

iee Õ=

Figura 1.2.9

Deoarece e′ =
∏
{ei | i ∈ J} =

∐
{ei |∈ J} deducem că e′ este un epi. Luând ı̂n considraţie

că mulţimea G′ este deschisă şi nevidă, conchidem că există un punct x′ = (x′i)i∈I ∈ X ′

astfel ı̂ncât e′(x′) ∈ G′. Examinăm ı̂n spaţiul X punctul (x′i)i∈J , unde xi = x′i, i ∈ I şi

xi = 0, i ∈ I \ J. Atunci e(x) ∈ G′ × Y ′′ ⊂ G. ↑
1.2.15. Functorul Sτ . Presupunem că ı̂n categoria C există suma oricărei familii de τ

obiecte.

a) Functorul Sτ : Cτ −→ C se defineşte astfel

Sτ ((Xi)i∈I) =
∐
{Xi | i ∈ I}, Sτ ((fi)i∈I) =

∐
{fi | i ∈ I, fi = f}.

b) Functorul Sτ : C −→ C se defineşte pentru | I |= τ

Sτ (X) = X(τ) =
∐
{Xi | i ∈ I,Xi = X}, Sτ (f) =

∐
{fi | i ∈ I, fi = f}.
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1.2.16. Functorul Pτ . Fie τ un cardinal finit sau infinit, τ ≥ 0.

1. Presupunem că ı̂n categoria C există produsul oricărei familii de τ obiecte.

a) Definim functorul Pτ : Cτ −→ C ı̂n modul următor: pentru orice familie de obiecte

(Xi)i∈I , unde | I |= τ, considerăm

Pτ ((Xi)i∈I) =
∏
{Xi | i ∈ I}.

Dacă fi : Xi −→ Yi, i ∈ I, atunci

Pτ ((fi)i∈I) =
∏
{fi | i ∈ I}.

b) Defnim functorul Pτ : C −→ C astfel:

Pτ (X) = Xτ şi Pτ (f) = f τ .

1.2.17. Exerciţii. 1. În categoria C2V clasa morfismelor care sunt aplicaţii surgective

(clasa Eu) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele şi sumele.

2. În categoria C2V clasa Ef = Eq = Coker este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele.

1.3. Pătrate carteziene, cocarteziene, egalizatori şi coegalizatori

1.3.1. Definiţie. Fie f : X −→ Z şi g : Y −→ Z două morfisme ale categoriei C.

Obiectul P şi morfismele f ′ : P −→ Y şi g′ : P −→ X se numesc pătrat cartezian construit pe

morfismele f şi g dacă g · f ′ = f · g′ şi acest pătrat posedă următoarea proprietate universală:

Pentru orice două morfisme u : T −→ X şi v : T −→ Y dacă f · u = g · v, atunci există un

morfism unic h : T −→ P astfel ı̂ncât g′ · h = u şi f ′ · h = v.

P

'f

Y

X

f

Z

'g

g

T h

P

'g
X

'f f

g
ZY

v

u

Figura 1.3.1 Figura 1.3.2

Se spune: f · g′ = g · f ′ este un pătrat cartezian construit pe morfismele f şi g, unde

f : X −→ Y şi g : X −→ Z.

d∗ : Se spune: g′ · f = f ′ · g este un pătrat cocartezian construit pe morfismele f şi g.
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X
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Z
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X
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Figura 1.3.3 Figura 1.3.4

1.3.2. Definiţie. Fie f, g : X −→ Y o săgeată dublă ı̂n categoria C. Obiectul K şi

morfismul k : K −→ X se numesc egalizatorul acestei săgeţi duble dacă f · k = g · k şi pentru

orice morfism u cu proprietatea f · u = g · u rezultă că există un morfism unic h astfel ı̂ncât

k · h = u.

Se notează: k = eq(f, g).

Se spune: morfismul u se factorizează prin morfismul k.

d∗ : Coegalizatorul săgeţii duble.

Se notează: q = coeq(f, g).

Se spune: morfismul v se extinde prin morfismul q.

K Q

Z

X
f

g Y
k q

h u v
w

=ker( ,  )f g =coqer( ,  )f g

Figura 1.3.5

1.3.3. Exerciţiu. În definiţia 1.3.2 unicitatea morfismului h cu proprietatea respectivă

este echivalentă cu faptul că k este un mono.

1.3.4. Definiţie. Fie C o categorie cu morfisme nule, şi k = eq(f, 0). Atunci q se numeşte

nucleul morfismului f şi se noteză k = kerf .

1.3.5. Notaţii. Fie Eq sau EqC clasa tuturor morfismelor categoriei C care sunt egal-

izatoare de săgeţi duble. Într-o categorie cu morfisme nule Ker sau KerC este clasa tuturor

monomorfismelor ce sunt nuclee a unor morfisme.

d∗ : Coeq sau Coeq C şi Cok sau Cok C.
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d∗ : coegalizatorul perechii (f, 0) q = coeq(f, 0) se numeşte conucleul morfismului f şi se

notează q = coeqf .

1.3.6. Exerciţii. Fie C o categorie aditivă, şi k = eq(f, g). Atunci:

1. kerf = eq(f, 0).

2. k = ker(f − g).

1.3.7. Definiţie. Fie f ·u = f · v pătratul cartezian construit pe morfismele f şi f . Atunci

(u, v) se numeşte perechea nucleară a morfismului f .

d∗ : Perechea conucleară a morfismului f .

1.3.8. Exerciţii. 1. Fie k = eq(f, g), iar (u, v) perechea conucleară a morfismului k.

Atunci k = eq(u, v).

2. Fie (u, v) perechea nucleară a morfismului f . Atunci următoarele afirmaţii sunt echiva-

lente:

a) f este un mono;

b) u = v;

c) u = v ∈ Iso;
d) (1, 1) este perechea nucleară a morfismului f .

3. Fie r · s = 1. Atunci s = eq(s · r, 1). În particular, s ∈ Eq.
1.3.9. Fie C o categorie cu produse finite. Atunci existenţa egalizatorilor permite con-

struirea pătratelor carteziene şi invers. Într-adevăr fie date două morfisme f : X −→ Z şi

g : Y −→ Z ı̂n categoria C, iar p1 : X × Y −→ X şi p2 : X × Y −→ Y proiecţiile canonice.

Pentru orice două morfisme u : T −→ X şi v : T −→ Y există un morfism t : T −→ X × Y
astfel ı̂ncât

p1 · t = u, (1)

p2 · t = v. (2)

T

Y

v

u
X

t
1p

2p

g

f

Z

YX ´

Figura 1.3.6

Teoremă. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. t = eq(f · p1, g · p2).
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2. Pătratul f · u = g · v este comutativ şi este pătrat cartezian construit pe morfismele f şi

g. ↑
1.3.10. Exemple. 1. Fie f, g : X −→ Y o săgeată dublă ı̂n categoria Ens, iar k = eq(f, g) :

K → X. Atunci

K = {x ∈ X | f(x) = g(x)}.
În multe categorii concrete egalizatorul se construieşte la fel ca ı̂n categoria mulţimilor Ens,

ı̂nzestrând, dacă este necesar, submulţimea K cu structurile din mulţimea X. Considerăm

funcţiile f, g : R −→ R, unde f(x) = x2, iar g(x) = x2 + 1, x ∈ R. Atunci egalizatorul acestei

perechi este mulţimea vidă şi aplicaţia vidă.

0/
0/

X

f

g
R

Figura 1.3.7

Astfel ı̂n categorii topologice nu orice săgeată dublă posedă egalizator. Sunt posibile urmă-

toarele două situaţii, ori admitem spaţiul topologic vid, ori trebuie să avem grijă ca această

construcţie să fie corectă.

2. Din Teorema precedentă rezultă cum trebuie construite pătratele carteziene.

Fie date două morfisme f : X −→ Z şi g : Y −→ Z ı̂n categoria Ens. În produsul cartezian

X × Y examinăm submulţimea:

T = {(x, y) ∈ X × Y | fp1(x, y) = gp2(x, y)}

sau, ce-i acelaşi lucru:

T = {(x, y) ∈ X × Y | f(x) = g(y)}.

3. Fie ı̂n categoria Ens f : X −→ Y un morfism şi X 6= {∅}, iar u, v : T −→ X perechea

nucleară a acestui morfism. Atunci T conţine toate punctele de forma (x, x) cu x ∈ X şi deci

nu este o mulţime vidă.

4. În categoria Gr grupurilor clasa Ker coincide cu clasa subgrupurilor normale [Ku, 1967].

Aceasta rezultă din următoarele considerente. Fie G un grup, iar H un subgrup al lui. Con-

siderăm mulţimea factor G/H şi aplicaţiile canonice m : H −→ G, q : G −→ G/H.

Pe mulţimea G/H poate fi ı̂ntrodusă structura de grup astfel ı̂ncât q să fie un omomorfism

de grupuri, dacă şi numai dacă H este un subgrup normal.

H G
m q

HG /

Figura 1.3.8
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5. Într-o categorie abeliană, ı̂n particular, ı̂n categoria Ab şi R-Mod, avem Ker =Mono.

6. În categoria Ann inelelor clasa Ker coincide cu clasa idealelor.

1.3.11. Remarcă. Noţiunea de ideal se ı̂ntâlneşte ı̂n diverse domenii ale matematicii. Şi

dacă ar fi să examinăm categoriile respective, atunci ı̂n puţine din ele noţiunea de ideal coincide

cu cea de nucleu.

1.3.12. Este justă şi afirmaţia reciprocă pentru teorema precedentă .

Teoremă. Fie C o categorie cu produse finite şi pătrate carteziene. Atunci orice săgeată

dublă posedă egalizator.↑
1.3.13. Exerciţiu.

g¢

g

u ¢¢ u¢ u

f ¢

f

Figura 1.3.9

Fie

f · u′ = u · f ′

pătratul cartezian construit pe morfismele f şi u, iar

g · u′′ = u′ · g′

pătratul cartezian construit pe morfismele g şi u′. Atunci

(f · g) · u′′ = u · (f ′ · g′)

este pătratul cartezian construit pe morfismele f · g şi u.

1.3.14. Definiţie. Fie C o categorie cu obiect nul. Şirul

0 K X Q 0
k q

Figura 1.3.10

se numeşte:

a) exact la stânga dacă k = kerq;

b) exact la dreapta dacă q = cokerk;

c) exact dacă k = kerq şi q = cokerk.
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1.3.15.Exerciţii. Fie dat şirul

0 K X Q 0
k q

Figura 1.3.11

şi pătratul

0
K

X Q

0

k

q

Figura 1.3.12

1. Şirul (fig 1.3.11) este exact la stânfa ⇔ pătratul (fig 1.3.12) este cartezian.

2. Şirul (fig 1.3.11) este exact la dreapta ⇔ pătratul (fig 1.3.12) este cocartezian.

3. Şirul (fig 1.3.11) este exact ⇔ pătratul (fig 1.3.12) este cartezian şi cocartezian.

1.3.16. Definiţie. Clasa A de morfisme a categoriei C se numeşte stabilă la stânga dacă

pentru orice pătrat cartezian f · g′ = g · f ′ din faptul că f ∈ A, rezultă că şi f ′ ∈ A.

d∗ : C lasă stabilă la dreapta.

1.3.17. Exerciţii. În orice categorie următoarele clase sunt stabile la stânga:

1. Clasa Mono monomorfismelor.

2. Clasa Ret retracţiilor.

3. Clasa Iso isomorfismelor.

4. Printre axiomele categoriei semiabeliene ı̂n sensul Räıcov figurează şi următoarele:

a) clasa Ker este stabilă la dreapta;

b) clasa Coq este stabilă la stânga.

5. Categoria C2V este semiabeliană ı̂n sensul Räıcov [Ra, 1969].

1.3.18. Definiţie. Monomofismul m se numeşte strict, dacă pentru morfismul h egalitatea

u ·m = v ·m implică ı̂ntotdeauna egalitatea u · h = v · h, rezultă că morfismul h se factorizează

prin morfismul m.

1.3.19. Exerciţii. Fie că mono m posedă pereche conucleară. m este strict atunci şi

numai atunci când m ∈ Eq.
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1.4. Z-morfisme

1.4.1. Definiţie. Fie Z o subcategorie a categoriei C.

1. Morfismul f : X −→ Y ∈ C se numeşte Z-morfism dacă există un obiect A ∈ |Z| şi

morfismele u : X −→ A şi v : A −→ Y astfel ı̂ncât f = v · u.

X Y

A

f

u v

Figura 1.4.1

2. Morfismul k se numeşte Z-nucleu al morfismului f dacă f · k este un Z-morfism şi

pentru orice morfism g astfel ı̂ncât f ·g este un Z-morfism, rezultă că există un singur morfism

k astfel ı̂ncât

g = h · k.

X Y
f

K

T

h! g

k

Figura 1.4.2

Se notează: k = Z-kerf.

d∗: Z-conucleul morfismului f.

Se notează: q = Z-cokerf.

3. Şirul din figura 1.4.3

0 K X Q 0
k q

Figura 1.4.3

se numeşte Z-exact, dacă k = Z-kerq şi q = Z-cokerk.

1.4.2. Execiţii. 1. Unicitatea morfismului h cu proprietatea respectivă ı̂n Definiţia 1.4.1

este echivalentă cu faptul că k ∈MonoC.
2. Fie dat sirul din figura 1.4.4
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0 K X Q 0
k q

Figura 1.4.4

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) k = Z-kerf ;

b) există un obiect A ∈| Z | şi morfismele u şi v

K XA
u v

Figura 1.4.5

astfel ı̂ncât pătratul v · u = q · k este cartezian.

K A
u

v

X Y

k

f

Figura 1.4.6

3. Fie dat şirul

0 K X Q 0
k q

Figura 1.4.7

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) k = Z-ker q şi q = Z-cokerk;

b) există un obiect A ∈| Z | şi morfismele u şi v

K XA
u v

Figura 1.4.8

astfel ı̂ncât pătratul f · k = v · u este cartezian şi cocartezian.

39



1.5. Limite proiective şi inductive

1.5.1. Definiţie. Mulţimea I se numeşte parţial ordonată dacă pe ea este ı̂ntrodusă o

relaţie de ordine ”≤” cu următoarele proprietăţi:

1. i ≤ i pentru orice element i ∈ I.

2. Dacă i ≤ j şi j ≤ k, atunci i ≤ k.

Orice mulţime parţial ordonată I poate fi privită ca o categorie mică, unde ObI sunt ele-

mentele mulţimii I şi pentru orice i, j ∈ I din obiectul i ı̂n obiectul j există un morfism unic

dacă şi numai dacă i ≤ j.

1.5.2. Definiţie. Fie C o categorie, şi I o mulţime parţial ordonată. Vom spune că ı̂n

categoria C este definit un I-spectru S dacă fiecărui element i ∈ I i se pune ı̂n corespondenţă un

obiect Ai ∈| C | şi fiecărui morfism i ≤ j i se pune ı̂n corespondenţă un morfism fij : Ai −→ Aj
cu proprietăţile:

1. fii = 1.

2. Dacă i ≤ j ≤ k, atunci fjk · fij = fik.

iA ijf
jA

jkf

ikf

kA

Figura 1.5.1

Altfel vorbind, un I-spectru S nu-i altceva decât un functor din categoria mică I ı̂n categoria

C:

S : I −→ C,S(i) = Ai, S(i ≤ i) = 1, S(i ≤ j) = fij,∀i, j ∈ I.

Se mai notează S = (Aij, fij, i ≤ j).

1.5.3. Definiţie. Fie I o mulţime parţial ordonată, şi S un I-spectru ı̂n categoria C.

Obiectul A şi familia de morfisme

pi : A −→ Ai, i ∈ I

se numeşte limita proiectivă a spectrului S dacă sunt ı̂ndeplinite următoarele condiţii:

1) fij · pi = pj,∀i, j ∈ I, i ≤ j.

2) Pentru orice obiect B al categoriei C şi orice sistem de morfisme gi : B −→ Ai ce

verifică relaţiile,

fij · gi = gj,∀i, j ∈ I, i ≤ j
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există un morfism unic g : B −→ A astfel ı̂ncât

pi · g = gi, ∀i ∈ I.

A
ip

iA

g

jp ig

ijf

B
jg

jA

Figura 1.5.2

Notaţii:

A = lim
←−
S,

sau

A = lim
←−C
S.

d∗ : Limita inductivă a spectrului S.
Notaţii :

A = lim
−→
S

sau

A = lim
−→C
S.

1.5.4. Exerciţii. Indicaţi mulţimea parţial ordonată şi spectrul S pentru construirea

următoarelor limite proiective:

1. Produsul categorial al unei familii de obiecte.

2. Produsul cartezian a două morfisme respective.

3. Egalizatorul unei săgeţi duble.

1.5.5. Realizarea limitei proiective a unui spectru ı̂n categoria C2V. Fie I o mulţime

parţial ordonată, iar S un I-spectru ı̂n categoria C2V .
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Figura 1.5.3

Mai departe, examinăm produsul categorial al familiei de obiecte {(Ai, ti) | i ∈ I} cu proiecţiile

canonice pi. Fie

lim
←
S = (A, u)

cu proiecţiile canonice pi
′ : (A, u)→ (Ai, ti). Atunci

A = {x ∈
∏
Ak | fij · pi(x) = pj(x)},

sau

A = {(x)i∈I ∈
∏
Ak | fij(xi) = xj,∀i, j ∈ I, i ≤ j}.

Fie m : A −→
∏
Ak incluziunea canonică. Atunci definim

pi
′ = pi ·m, ∀i ∈ I.

Topologia u pe spaţiul vectorial A este topologia indusă din obiectul (
∏
Ak, t), adică u este

topologia proiectivă indusă pe A de aplicaţiile p′i : A −→ (Ai, ti).

Spectrului S ı̂i punem ı̂n corespondenţă ı̂n categoria spaţiilor vectoriale Vect spectrul S ′ şi

operatorii liniari fij : Ai −→ Aj, i, j ∈ I. Deci spectrul nou S ′ este functorul S ı̂n compoziţie

cu functorul subiacent u : C2V −→ Vect.

uI

Figura 1.5.4
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Teoremă. Fie

(A, u) = lim
←−C2V

S.

Atunci

1.

A = lim
←V ect

(uS)

2. Topologia u este topologia proiectivă definită de proiecţiile canonice p′i : A −→
Ai, i ∈ I. ↑

1.5.6. Remarcă. Menţionăm, dacă fiecare factor (Ai, ti), i ∈ I este un spaţiu Hausdorff,

atunci la fel este şi spaţiul
∏

(Ai, ti), iar cu el este Hausdorff şi subspaţiul (A, u).

1.5.7. Topologia inductivă. Fie C una din categoriile T V , T2V , CAb, C2Ab, CV , C2V , iar

(Ai, ti), i ∈ I o familie de obiecte, A un spaţiu vectorial, iar fi : (Ai, ti) −→ A, i ∈ I un sistem

de operatori liniari. Definim ı̂n A următoarea topologie u :

G ∈ u, dacă ∀i ∈ I f−1i (G) ∈ ti.
Este clar că spaţiul vectorial A ı̂nzestrat cu această topologie nu este un obiect al categoriei

C. Astfel topologia inductivă ı̂n categoria T op şi ı̂n categoria C sunt ı̂n genere lucruri diferite.

Să examinăm ı̂n A mulţimile U care verifică condiţiile:

1. U este radială;

2. U este absorbantă;

3. U este convexă;

4. Pentru ∀i ∈ I f−1i (U) ∈ ti.
În categoria T V topologia inductivă pe spaţiul vectorial A definită de operatorii liniari fi

sunt toate mulţimile U care verifică condiţiile 1 - 2 şi 4.

În categoria CV topologia inductivă t sunt toate mulţimile U care verifică condiţiile 1 - 4.

În categoria CAb topologia inductivă t sunt toate mulţimile U care verifică condiţiile 1 şi

3 - 4.

1.5.8. Teoremă. Spaţiul A ı̂nzestrat cu topologia t aparţine categoriei respective. ↑
1.5.9. Remarcă. Dacă toate spaţiile (Ai, ti), i ∈ I sunt Hausdorff, aceasta nu ı̂nseamnă

că şi spaţiul (A, t) este la fel.

1.5.10. Realizarea limitei inductive a unui spectru ı̂n categoria C2V . Fie I o

mulţime parţial ordonată, iar S un I-spectru ı̂n una din aceste categorii. Ca şi mai sus ex-

aminăm functorul

u · S : I −→ Vect
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şi limita inductivă a lui

B = lim
→Vect

u · S

cu injecţiile canonice qi : Ai −→ B, i ∈ I. Pe spaţiul B definim topologia inductivă t.

Teoremă. Obiectul (B, t) cu injecţiile canonice qi : (Ai, ti) −→ (A, t) este limita inductivă

a spectrului S ı̂n categoria CV:

(B, t) = lim
−→CV

S. ↑

1.5.11. Dacă S este un spectru ı̂n categoria C2V , atunci

lim
→C2V
S

nu neapărat aparţine categoriei C2V şi deci nu este limita inductivă a acestui spectru ı̂n categoria

C2V . Fie ca şi mai sus

(B, t) = lim
→CV
S,

iar B′ ı̂nchiderea mulţimii 0 ı̂n spaţiul (B, t). Mai departe, fie B′′ = B/B′, adică B′′ = Cokerk,

unde k : B′ −→ B este incluziunea canonică (aceste construcţii se efectuează ı̂n categoria Vect).

uI

Figura 1.5.5

Pe spaţiul B′′ se examinează topologia inductivă t′′ ı̂n raport cu aplicaţia q.

Teoremă.

(B′′, t′′) = lim
→C2V

S. ↑

1.5.12. Topologia factor. Factortopologia este o topologie inductivă şi ı̂n categoriile

C2Ab se construieşte conform p.1.5.7.

1.5.13. Intersecţia unei mulţimi de subobiecte.

La construirea structurilor de factorizare, tema căreia ı̂i este dedicat următorul capitol, un

rol important ı̂l joacă intersecţia unei mulţimi de subobiecte.

Vom ı̂ncepe tratarea acestei ı̂ntrebări pornind de la relaţia de ordine pe mulţimea de subo-

biecte a unui obiect. Fie m1 : X1 −→ X şi m2 : X2 −→ X două monomorfisme. Vom spune că

m1 ≤ m2 dacă

f ·m2 = m1 (1)

pentru un morfism f . Este evident, dacă ı̂mpreună cu egalitatea (1) mai avem şi egalitatea

g ·m1 = m2 (2)
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pentru un morfism g, atunci f = g−1 şi m1 şi m2 se numesc echivalente. Astfel clasa de

monomorfisme cu adresa ı̂n obiectul X se ı̂mparte ı̂n clase de echivalenţă. Fiecare element al

unei clase de echivalenţă reprezintă această clasă şi se numeşte subobiect al obiectului X.

Definiţie. Categoria C se numeşte local mică dacă clasa subobiectelor (clasa claselor de

echivalenţă) a oricărui obiect al categoriei C este o mulţime.

d∗ : factorobiect, categorie colocal mică.

1.5.14. Exerciţiu. Categoriile C2V şi U2 a spaţiilor uniforme Hausdorff sunt local şi colocal

mici.

1.5.15. Exemplu. Să examinăm categoria Card, unde obiectele sunt cardinalii şi dacă

α ≤ β, atunci din obiectul α ı̂n obiectul β există un singur morfism α −→ β. Orice morfism al

acestei categorii este un bimorfism.

Categoria Card nu este colocal mică.

Categoria Card∗ nu este local mică.

Prin analogie definim categoria Ord, unde obiectele sunt ordinale.

Categoria Ord nu este colocal mică.

Categoria Ord∗ nu este local mică.

1.5.16. Definiţie. Fie M o clasă de monomorfisme ı̂n categoria C, şi {mi : Xi −→ X |
i ∈ I} o mulţime de subobiecte a obiectului X.

1. Subobiectul m : X ′ −→ X ∈M se numeşte M-infimul mulţimii {mi : Xi −→ X | i ∈ I}
dacă:

a) m ≤ mi ∀i ∈ I.
b) Fie {p : Y −→ X ∈M astfel ı̂ncât p ≤ mi ∀i ∈ I,. Atunci p ≤ m.

Se notează: m =M-inf{mi | i ∈ I}.
Când M =Mono C se scrie simplu m = inf{mi | i ∈ I}, sau m = ∧{mi | i ∈ I}.
2. Subobiectul m : X −→ X se numeşte M-supremul mulţimii {mi : Xi −→ X | i ∈ I} de

M-subobiecte a obiectului X dacă:

a) mi ≤ m ∀i ∈ I.
b) Fie q : Z −→ X ∈M astfel ı̂ncât mi ≤ q ∀i ∈ I. Atunci m ≤ q.

Se notează m =M-sup{mi | i ∈ I}.
Când M =Mono C se scrie simplu m = sup{mi | i ∈ I}, sau m = ∨{mi | i ∈ I}.
d∗: Fie E o clasă de epimorfisme a categoriei C, iar {ei : X −→ Xi | i ∈ I} o mulţime de

E-factorobiecte a obiectului X.

1∗. Factorobiectul e : X −→ X ′′ ∈ E se numeşte E-infimul mulţimii {ei : X −→ Xi | i ∈ I}
dacă:
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a) e ≤ ei ∀i ∈ I.
b) Fie p : X −→ Y ∈ E astfel ı̂ncât p ≤ ei ∀i ∈ I. Atunci p ≤ e.

Se notează: e = E-inf{ei | i ∈ I}. Când E = EpiC se scrie simplu e = inf{ei | i ∈ I}, sau

e = ∧{ei | i ∈ I}.
2∗. Factorobiectul e : X −→ Z ∈ E se numeşte E-supremul mulţimii {ei | i ∈ I} dacă:

a) ei ≤ e ∀i ∈ I.
b) Fie s : X −→ Z ∈ E astfel ı̂ncât ei ≤ s ∀i ∈ I. Atunci e ≤ s.

Se notează e = E-sup{ei | i ∈ I}. Când E = EpiC se scrie simplu e = sup{ei | i ∈ I}, sau

e = ∨{ei | i ∈ I}.
1.5.17. Exerciţiu. În multe categorii concrete ∧mi =

⋂
mi(X).

1.5.18. Fie {mi : Xi −→ X | i ∈ I} o mulţime de subobiecte ale obiectului X . Examinăm

relaţia de ordine definită mai sus ı̂ntre elementele acestei mulţimi. Menţionăm, dacă mi ≤ mj,

atunci

mi = mj · fij (∗)

pentru un morfism fij. Deoarece mj este monomorfism deducem că morfismul fij cu propri-

etatea (∗) este ı̂n mod unic determinat. Aşadar, putem considera, că i ≤ j. Astfel mulţimea I

devine parţial ordonată, şi {mi : Xi −→ X | i ∈ I} un spectru S.

Pentru a simplifica lucrurile vom considera că subobiectul 1X : X −→ X aparţine acestei

mulţimi.

Fie {ti : Y −→ Xi | i ∈ I şi t : Y −→ X} limita proiectivă a acestui spectru S. Atunci

{mi · ti = t,∀i ∈ I}.
Teoremă. Morfismul t este un mono şi

t = ∧{mi | i ∈ I}. ↑

iX

Y X

jX

it
ijf im

jt
jm

t

Figura 1.5.7

1.5.19. Fie {pi : X −→ X ′′ | i ∈ I} o mulţime de factorobiecte a obiectului X . Se

consideră pj ≤ pi dacă fij · pi ≤ pj pentru un morfism fij. Ca şi mai sus se consideră că
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factorobiectul 1X : X −→ X aparţine mulţimii date. Fie {qi : Xi −→ Q | i ∈ I şi q : X −→ Q}
limita inductivă a spectrului obţinut.

Teoremă. Morfismul q este un epimorfism şi

q = ∧{pi | i ∈ I}. ↑

iX

ip

X

jp

ijf

jX

iq

jq

q
Q

Figura 1.5.8

1.5.20. Remarcă. Supremul unei mulţimi de subobiecte cât şi supremul unei mulţimi de

factorobiecte vor fi examinate ı̂n contextul structurilor de factorizare.

1.6. Functori

1.6.1. Definiţie. Fie C şi C ′ două categorii. Vom spune că s-a definit un functor covariant

(contravariant) F de la C la C ′ şi vom scrie F : C −→ C ′ dacă:

1. Pentru orice obiect X s-a definit un obiect unic F(X) din C ′.
2. Pentru orice pereche (X, Y ) de obiecte din C şi orice morfism f : X −→ Y s-a definit

un unic morfism: F(f) : F(X) −→ F(Y ) (respectiv F(f) : F(Y ) −→ F(X)) astfel ı̂nĉıt:

a) F(1X) = 1F(X);

b) Dacă f : X −→ Y , g : Y −→ Z sunt morfisme din C, atunci F(g · f) = F(g) · F(f)

(respectiv: F(g · f) = F(f) · F(g)).

1.6.2. Exemple. 1. Fie C o categorie şi X un obiect al său. Vom nota hX : C −→ Ens
functorul hX(Y ) = HomC(X, Y ) pentru orice Y ∈| C |; dacă f : Y −→ Y ′ ∈ C, atunci

hX(f) = HomC(X, Y ) −→ HomC(X, Y ′) este aplicaţia definită astfel: hX(f)(g) = f · g, iar

hX(f)(g) = g · f pentru f : Y ′ → Y şi g : Y → X. hX este un functor covariant.

2. Notăm de asemenea cu hX : C −→ Ens functorul definit astfel: hX(Y ) = HomC(Y,X);

ca mai sus se constată că hX este un functor contravariant de la C la Ens.
1.6.3. Definiţie. Fie F ,G : C −→ C ′ doi functori covarianţi (contravarianţi); vom spune

că s-a dat un morfism functorial de la F la G, dacă pentru orice obiect X din C s-a dat un
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morfism αX : F(X) −→ G(X) din C ′ astfel că pentru orice morfism f : X −→ Y din C, avem

diagrama comutativă:

)( fF

)( fG

)(YF)(XF

)(XG )(YG

Ya
Xa

)( fF

)( fG

)(YF)(XF

)(XG )(YG

Ya
Xa

Figura 1.6.1

Fie F ,G,H functori (covarianţi) de la categoria C la categoria C ′ şi α : F −→ G, β :

G −→ H două morfisme functoriale; vom nota cu β · α : F −→ H compunerea celor două

morfisme functoriale şi anume morfismul functorial definit astfel: pentru orice X ∈ Ob(C),
(β · α)X = βX · αX . Cititorul va constata imediat că compunerea morfismelor functoriale astfel

definită este asociativă. Un morfism functorial α : F −→ G se va numi un monomorfism

(epimorfism, bimorfism) functorial, dacă pentru orice X ∈| C |, αX este un monomorfism

(epimorfism, bimorfism) din C ′. În fine, α este izomorfism functorial dacă există un morfism

funcorial β : G −→ F astfel că α ·β = 1G, β ·α = 1F , unde cu 1G am notat morfismul functorial

identic al lui G canonic definit. Aceasta este echialentă cu faptul că αX este un izomorfism din

C ′ pentru orice X ∈| C |.

1.7. Functori adjuncţi

1.7.1. Trimitem cititorul la lucrările [P, 1971], [B, D, 1972] pentru a face cunoştinţă şi a

aprofunda unele chestiuni legate de functorii adjuncţi şi săgeţile de adjuncţie. Menţionăm doar

următoarele rezultate.

1.7.2. Teoremă. Fie F : C −→ C ′ un functor covariant şi G un adjunct al său la dreapta.

Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. F comută cu limita inductivă a oricărui functor ı̂n C.

2. G comută cu limita proiectivă a oricărui functor ı̂n C ′. ↑
Vom spune că două categorii C şi C ′ sunt echivalente, dacă există un functor F : C −→ C ′

covariant, care verifică una din afirmaţiile teoremei precedente, un astfel de functor se va numi

o echivalenţă de la C la C ′.
Două categorii se zic antiechivalente, dacă una din ele este echivalentă cu duala celeilalte.

Evident că orice categorie este echivalentă cu un schelet al său.
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Această teoremă are drept consecinţă următorul corolar:

1.7.3. Corolar. Fie F : C −→ C ′ un functor şi G un adjunct al său la dreapta deplin şi

fidel. Atunci sunt valabile următoarele afirmaţii:

1. Dacă C este o categorie cu limite inductive, C ′ este o categorie cu limite inductive.

2. Dacă C este o categorie cu limite proiective, C ′ este o categorie cu limite proiective.

3. Dacă C are o mulţime de generatori (ui)i∈I , atunci obiectele (F (ui)i∈I) constituie o

mulţime de generatori pentru C ′. ↑
1.7.4. Corolar. Fie C şi C ′ două categorii echivalente. Atunci:

1. Clasele R(C) şi R(C ′) a subcategoriilor reflective sunt izomorfe.

2. Clasele K(C) şi K(C ′) a subcategoriilor coreflective sunt izomorfe. ↑
1.7.5. Corolar. Fie C şi C ′ două categorii duale. Atunci:

1. Clasele R(C) şi K(C ′) sunt izomorfe.

2. Clasele K(C) şi R(C ′) sunt izomorfe. ↑
1.7.6. Corolar. Fie C o cartegorie autoduală. Atunci clasele R(C) şi K(C) sunt izomorfe.↑
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Capitolul 2. Structuri de factorizare

2.1. Morfisme ortogonale

Notaţiile referitor la clasele ortogonale de morfisme corespund lucrării [Ra, 1972], unde

Teorema 2.5.1 a fost numită de profesorul D.Räıcov Teorema Kelly-Botnaru. Concomitent au

apărut demonstraţii ale acestei Teoreme ı̂n diverse publicaţii. Acum aceasta Teoremă ţine de

folclor matematic.

2.1.1. Defniţie. Morfismul f al categoriei C se numeşte ortogonal de sus la morfismul g,

iar morfismul g se numeşte ortogonal de jos la morfismul f , dacă pentru orice pătrat comutativ

g · u = v · f (1)

există un singur morfism (numit diagonal) h astfel ı̂nĉıt

u = h · f, (2)

v = g · h. (3)

u v

f

g

h

Figura 2.1.1

Se notează: f ⊥ g.

Observăm că unicitatea diagonalei h are loc dacă f este un epi sau g este un mono.

2.1.2. Fie K şi L două clase de morfisme ale categoriei C. Vom nota K ⊥ L, dacă pentru

orice două morfisme k ∈ K şi l ∈ L avem k ⊥ l. Dacă K are un singur element k, respectiv L
are un singur element l, atunci se scrie k ⊥ L şi K ⊥ l ı̂n loc de {k} ⊥ L şi K ⊥ {l}.

Notaţii.

K⊥ = {l ∈ C | K⊥l}, Kx = K⊥∩(MonoC), L> = {k ∈ C | k⊥L}, Lq = L> ∩ (EpiC).
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2.1.3. Exemple.

1. Iso⊥C şi C⊥Iso, adică orice iso este ortogonal de sus şi de jos oricărui morfism al

categoriei C.

2. Pentru orice două clase de morfisme K şi L ale categoriei C avem:

IsoC ⊂ K⊥ ∩ L>.

Astfel clasele K⊥ şi L> nu-s vide.

2.1.4. Notaţii. Morfismele clasei (MonoC)q = Ef se numesc epi tari (strong, forte).

d∗ : (EpiC)x =Mf clasa mono tari.

2.1.5. Exemplu. Sec ⊂Mf .

2.1.6. Lemă. Fie K, K1, L şi L1 clase de morfisme ale categoriei C. Atunci:

1. K ⊂ K⊥>, L ⊂ L⊥>.

2. K2 ⊂ K1 =⇒ K1
⊥ ⊂ K2

⊥,

L2 ⊂ L1 =⇒ L1
> ⊂ L2

>.

3. K⊥>⊥ = K⊥, L>⊥> = L>.

↓ O să demonstrăm relaţia K⊥>⊥ = K⊥. Avem K⊥>⊥ = (K⊥)>⊥ ⊃ K⊥ ⊃ (K⊥>)⊥ = K⊥>⊥. ↑

2.2. Clase saturate şi clase complete de morfisme

2.2.1. Definiţie. Clasa E de morfisme a categoriei C se numeşte saturată superior dacă

E = E⊥>.

d∗ : Clasă saturată inferior: M =M>⊥.

2.2.2. Definiţie. Clasa de morfisme A a categoriei C se numeşte completă la dreapta, dacă

ea verifică următoarele condiţii:

1. IsoC ⊂ A.

2. A ◦ A ⊂ A.

3. Clasa A este stabilă la dreapta.

4. Suma dacă există a oricărei mulţimi de elemente din clasa A aparţine clasei A:

{ai : Xi −→ Yi ∈ A | i ∈ I} ⇒ t{ai | i ∈ I} ∈ A.

5. Pentru orice spectru de forma

{ai : X −→ Xi | i ∈ I}

dacă există limita inductivă
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Figura 2.2.1

qi · ai = q ∀i ∈ I,

atunci q ∈ A.
d∗: Clasa de morfisme completă la stânga.

2.2.3. Teoremă. Fie E o clasă saturată superior. Atunci:

1. E ∩ E⊥ = Iso.

2. Clasa E este ı̂nchisă ı̂n raport cu compoziţia.

3. Clasa E este E-coereditară.

4. Clasa E este Epi-coereditară.

5. Clasa E este stabilă la dreapta.

6. Clasa E este ı̂nchisă ı̂n raport cu sumele.

7. Clasa E este ı̂nchisă ı̂n raport cu intersecţia E-factorobiectelor, dacă E ⊂ Epi. ↑
2.2.4. Remarcă. După cum o să vedem pe viitor o clasă saturată superior E nu este

coereditară, chiar dacă E ⊂ Epi.

2.3. Clase de epi şi mono saturate

2.3.1. Definiţie. Clasa de epi E a categoriei C se numeşte saturată superior dacă E = E⊥q.
d∗ : Clasă de monoM este saturată inferior, dacă M =M>x.

2.3.2. Lemă. Fie C o clasă care posedă egalizatori, iar E o calsă saturată superior. Atunci

următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. E ⊂ Epi.
2. Eq ⊂ E⊥. ↑

2.3.3. Corolar. Fie C o categorie cu egalizatori. Atunci pentru orice clasă E de epi clasa

E⊥> e tot o clasă de epi, i. e.

E⊥> = E>q. ↑
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2.3.4. O clasă de epi E saturată superior posedă proprietăţile enumerate ı̂n Teorema 2.2.3.

Menţionăm că unicitatea diagonalei ı̂n pătratele respective rezultă din faptul că E ⊂ Epi.
Teoremă. Fie C o categorie cu coegalizatori, şi E o clasă de epi saturată superior. Ex-

aminăm următoarele condiţii:

1. Coeq C ⊂ E .
2. Clasa E este coereditară.

Atunci 1⇒ 2.↑
2.3.5. Remarcă. În categoria C2V condiţiile 1 şi 2 sunt echivalente (a se vedea 2.6.1 p.2).

2.4. Structuri de factorizare

2.4.1. Fie P şi I două clase de morfisme ale categoriei C. O să examinăm următoarele

axiome:

B0. P ∩ I ⊃ Iso.
B1. Clasele P şi I sunt ı̂nchise ı̂n raport cu compoziţia.

B2. C = I ◦ P , adică orice morfism al categoriei C admite factorizarea, numită

(P , I)-factorizarea:

f = i · p

cu i ∈ I şi p ∈ P . Această factorizare este unică, dacă i · p = i1 · p1 cu i, i1 ∈ I şi p, p1 ∈ P ,

atunci există un iso h astfel ı̂nĉıt

p

1i

1p i

f h

Figura 2.4.1

i = i1 · h,

p1 = h · p.

B3. P ⊂ EpiC.
B4. I ⊂MonoC.

Definiţie. 1. Se spune că perechea (P , I) este o structură de factorizare (structură bicate-

gorială) ı̂n categoria C dacă clasele de morfisme P şi I verifică axiomele B0 −B4.
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2. Se spune că perechea (P , I) este o structură de factorizare de dreapta (respectiv: de

stânga) dacă clasele de morfisme P şi I verifică axiomele B0 −B3 (respectiv: B0 - B2 şi B4).

3. Se spune că perechea (P , I) este o structură de factorizare generală dacă clasele P şi I
verifică axiomele B0-B2.

Structurile de factorizare de stânga şi de dreapta se numesc şi unilaterale.

2.4.2. Teoremă. 1. Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C. Atunci

P = Iq, I = Px. (∗)

2. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C. Atunci

P = Iq, I = P⊥. (∗∗)

3. Fie (P , I) o structură de factorizare de stânga a categoriei C. Atunci

P = I>, I = Px. (∗ ∗ ∗)

4. Fie (P , I) o structură de factorizare generală. Atunci

P = I>, I = P⊥. ↑ (∗ ∗ ∗∗)

2.4.3. O să enumărăm proprietăţile unei structuri de factorizare de dreapta (pentru cele

de stânga fiind proprietăţile duale) şi indicând care proprietăţi ı̂n plus le au structurile de

factorizare. Unele din aceste proprietăţi fiind şi suficiente.

Teoremă. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta. Atunci:

1. Clasele P şi I sunt ı̂nchise ı̂n raport cu compoziţia: P ◦ P = P , I ◦ I = I.

2. P ∩ I = Iso.
3. P = Iq.

4. I = P⊥ (pentru o structură de factorizare I = Px).

5. Orice morfism al categoriei C posedă o unică (până la un isomorfism) (P , I)-

factorizare, C = I ◦ P.

6. Clasa P este completă la dreapta.

7. Clasa I este completă la stânga.

8. Clasa I este ereditară.

9. Clasa P este coereditară numai pentru structurile de factorizare. În genere, clasa

P nu este coereditară.

10. Clasa P este Epi-coereditară şi P-coereditară. ↑
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2.4.4. Definiţie. Monomorfismul m al categoriei C se numeşte universal (stabil), dacă din

faptul că

m′ · f = f ′ ·m

este un pătrat cocartezian, rezultă că m′ este un mono.

d∗: epimorfism universal.

Notaţii. Mu sau Mu(C) este clasa tuturor monomorfismelor universale ale categoriei C.

d∗ : Eu sau Eu(C) este clasa epimorfismelor universale a categoriei C.
2.4.5. Defniţie. Elementele clase Ep = (Mu)

q se numesc epimorfisme exacte (precise).

d∗: Clasa monomorfismelor exacte (precise) Mp = (Eu)q

2.4.6. Exemple. 1. Clasa Mu este stabilă la dreapta.

2. În categoria C2V , T h a spaţiilor Tihonov şi altele clasa Eu coincide cu clasa morfismelor

care-s aplicaţii surgective.

3. În categoria C2V clasa Mu va fi descrisă ı̂n 2.4.8.

4. În categoria T h clasa Epi ∩ Mu coincide cu clasa epimorfismelor f : X −→ Y cu

proprietatea ca

βX = g · f

pentru un morfism g, unde βX : X −→ βX este compactificaţia Stône-Cech a spaţiului X.

2.4.7. Structura de factorizare (Eu,Mp) (vezi 6.6.10).

Exerciţii. 1. Corpul K este un generator ı̂n categoria C2V . Astfel clasa epimorfismelor

universale Eu coincide cu clasa morfisme surjective.

2. Perechea (Eu,Mp) =(clasa morfismelor surjective, clasa morfismelor ce sunt incluziuni

topologice) este o structură de factorizare ı̂n categoria C2V . Deci Mp este clasa morfismelor ce

sunt incluziuni topologice.

3. Fie f : (E, u) → (F, v) ∈ C2V . Pe spaţiul vectorial f(E) examinăm topologia v′ indusă

din spaţiul (F, v), iar p şi i aplicaţiile canonice.

( )uE,

( )vF,( )vEf ¢),(

p i

f

Figura 2.4.2

Atunci f = i · p este (Eu,Mp)-factorizarea morfismului f.

2.4.8. Structura de factorizare (Ep,Mu) ([B, G, 1973). Clasa Mu. Fie m : (E, u) →
(F, v) un mono ı̂n categoria C2V , şi v′ este topologia indusă pe spaţiul E de topologia v. Avem

următoarea descompunere
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( )uE, ( )vF,( )vE ¢,b i

m

Figura 2.4.3

Lemă. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. m ∈Mu.

2. Topologiile u şi v
′

sunt compatibile cu una şi aceeaşi dualitate: (E, u)′ = (E, v′)′.

3. Orice funcţional definit pe (E, u) se extinde prin m.

↓ 1⇒ 2. Fie m ∈Mu. Atunci şi b ∈Mu. Pentru f : (E, u)→ K un funcţional, fie

b′ · f = f ′ · b (1)

pătratul cocartezian construit pe b şi f. Atunci b′ ∈Mono. Deci b′ este secţionabil:

t · b′ = 1 (2)

pentru un t. Astfel

f = t · f ′ · b, (3)

sau f ∈ (E, v′)′.

( )uE,

K

( )vE ¢,

b

b¢

f f ¢

t
T

Figura 2.4.4

2⇒ 3. Evident.

3⇒ 1. Fie

m′ · g = g′ ·m (4)

un pătrat cocartezian şi

m′ · h = 0 (5)

cu h 6= 0. Atunci w · h 6= 0 pentru un funcţional w :
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Din ipoteza 3 deducem că

w · g = w1 ·m (6)

pentru un w1. De unde, la rândul său, rezultă că

w = w2 ·m′, (7)

w1 = w2 · g′ (8)

pentru un w2. Astfel w · h = 0. Contradicţie. ↑
2.4.9. Clasa Ep. Fie b : (E, u)→ (F, v) ∈ C2V , m(u) şi m(v) topologiile Mackey compati-

bile cu topologiile u şi v, mE : (E,m(u))→ (E, u) mF : (F,m(v))→ (F, v) aplicaţiile identice

ce sunt continui, şi m(b) : (E,m(u)) → (F,m(v)) aplicaţia b ce este continuă şi ı̂n topologiile

respective.

Menţionăm că am aplicat functorul coreflector m : C2V → M̃, unde M̃ este subcategoria

spaţiilor cu topologia Mackey.

( )uE,
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Figura 2.4.6
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Teoremă. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. b ∈ Ep.
2. b ∈ Eu şi pătratul

b ·mE = mF ·m(b) (1)

este cocartezian.

1⇒ 2.Mp ⊂Mu deci Ep ⊂ Eu. Să demonstrăm că pătratul (1) este cocartezian. Fie

b′ ·mE = g ·m(b) (2)

pătratul cocartezian construit pe mE şi m(b).

Atunci

b = t · b′, (3)

mF = t · g (4)

pentru un t.

mE mF

F

m m

g

b

m b( )

t

b

E F

E

Figura 2.4.7

Deoarece b ∈ Ep din egalitatea (3), rezultă că t ∈ Ep. Avem t, g,mF ∈ Eu ∩ Mono, şi

mF ∈Mu. Deci şi t ∈Mu. Astfel t ∈ Ep ∩Mu = Iso, iar (1) este pătrat cocartezian.

2⇒ 1. Fie i ∈Mu şi o să demonstrăm că b ⊥ i. Într-adevăr, fie

i · f = g · b, (5)

iar

b′ · f = f ′ · b (6)

pătratul cocartezian construit pe f şi b. Atunci

i = t · b′, (7)

g = t · f ′. (8)
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Deci b′ ∈ Ep, iar din (7) deducem, că b′ ∈Mu. Astfel b′ ∈ Ep ∩Mu = Iso. Atunci (b′)−1 · f ′

este diagonala pătratului (5). ↑
2.4.10. Notaţii. Pentru o clasă A de obiecte a categoriei C fie A↓ clasa de morfisme

f : X → Y cu proprietatea că orice morfism g : X → A cu A ∈ A se extinde prin f.

d∗ : Clasa de morfisme A↑.
2.4.11. Exerciţiu. Fie K corpul peste care se examinează spaţiile vectoriale din C2V .

Atunci Mu = K↓.
2. Pentru orice obiect nenul A ∈ |C2V| A↓ ⊂Mu.

2.4.12. (Ep,Mu)-factorizarea unui morfism ı̂n C2V . Fie f : (E, u)→ (F, v) ∈ (C2V),

f = i · b (1)

(Eu,Mp)-factorizarea lui f, unde b : (E, u)→ (f(E), v′). Pentru morfismul b construim pătratul

(1) din p.2.4.9, iar pe mE şi m(b) construim pătratul cocartezian

b′ ·mE = g ·m(b) (2)

( )uE,
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Figura 2.4.9
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Atunci

b = t · b′, (3)

mf(E) = t · g (4)

pentru un t.

Teoremă.

f = (i · t) · b′ (5)

este (Ep,Mu)-factorizarea morfismului f. ↑
2.4.13. Exerciţii. 1. Clasele Mf ,Mp şi Mu sunt complete la dreapta.

2. Clasele Mu şi Mp sunt Epi-coereditare.

3. Clasele Ef şi Eu sunt complete la stânga.

4. Clasa Eu este Mono-ereditară.

5. (Epi ∩Mp) ⊥ (Eu ∩Mu) şi (Eu ∩Mu) ⊥ (Epi ∩Mp).

6. (Epi ∩Mu) ⊥ (Eu ∩Mu).

↓ 5. Fie m ∈ Epi ∩Mp = εΓ0, b ∈ Eu ∩Mu = εS, şi

b · u = v ·m. (1)

Dacă

b · v′ = v · b′ (2)

este pătratul cartezian construit pe b şi v, atunci

m = b′ · t, (3)

u = v′ · t

pentru un t. m ∈ Epi şi b′ ∈Mu, deci t ∈ Epi. t ∈ Epi şi m ∈Mp, deci b′ ∈Mp şi b′ ∈ Eu. Sau

b′ ∈ Eu ∩Mp = Iso. Astfel

u v

m

b

t b

v

Figura 2.4.10
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v′ · (b′)−1 este diagonala pătratului (1).

6. Fie

b · u = v ·m (∗)

cu b ∈ Eu ∩Mu şi m ∈ Epi ∩Mp. Atunci (*) este un pătrat cartezian. ↑

2.5. Laticea structurilor de factorizare

2.5.1. Unele din proprietăţile enumerate ı̂n Teorema 2.4.3 sunt şi suficiente pentru ca

(P ,P⊥) să fie o structura de factorizare de dreapta. Pe de altă parte, pentru orice clasă de

epifmorfisme E perechea de clase (Exq, Ex) verifică condiţiile Teoremei 2.4.3. Apare problema:

În ce condiţii perechea de clase (Exq, Ex) este o structură de factorizare ı̂n categoria C?
Teoremă. Fie că perechea (P , I) are proprietăţile P = Iq şi I = P⊥, şi categoria C verifică

condiţiile:

1. C este P-colocal mică.

2. Pentru orice obiect X al categoriei C orice spectru de forma {ei : X −→ Xi | i ∈ A} cu

ei ∈ P posedă limită inductivă.

3. Pentru orice pereche de morfisme (f, g) cu domeniu comun, unde f ∈ P , există pătratul

cocartezian construit pe ea.

Atunci (P , I) este o structură de factorizare de dreapta. ↑
2.5.2. Teoremă. Fie categoria C colocal mică şi completă la dreapta. Atunci:

1. Pentru orice clasă E ⊂ Epi perechea (Exq, Ex) este o structură de factorizare.

2. Pentru orice clasă E ⊂ Epi perechea (E⊥q, E⊥) este o structură de factorizare de

dreapta.

3. Perechea

(Epi,Mf ) = (Epi, (Epi)x)

este o structură de factorizare ı̂n categoria C.

4. Perechea

(Ef ,Mono) = ((Mono)q,Mono)

este o structură de factorizare ı̂n categoria C. ↑
2.5.3. Notaţii. Fie B sau B(C) clasa structurilor de factorizare ı̂n categoria C cu relaţia

de ordine

(P1, I1) ≤ (P2, I2) ⇔ P1 ⊂ P2.

Astfel din Teorema precedentă rezultă că clasa B posedă cel mai mic element (Ef ,Mono) şi

cel mai mare element (Epi,Mf ).
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Teoremă. Fie categoria C local şi colocal mică completă la stânga şi la dreapta. Atunci

clasa B este o latice cu cel mai mic element (Ef ,Mono) şi cel mai mare element (Epi,Mf ).

↓ Fie {(Pα, Iα) | α ∈ A} o clasă de elemente din B. Din Teorema 2.5.2 rezultă

∨{(Pα, Iα) | α ∈ A} = ((∩{Iα | α ∈ A})q,∩{Iα | α ∈ A}),

∧{(Pα, Iα) | α ∈ A} = (∩{Pα | α ∈ A}, (∩{Pα | α ∈ A})x).

Astfel pentru ∨{(Pα, Iα) | α ∈ A} clasa de injecţii este ∩{Iα | α ∈ A} , iar pentru

∧{(Pα, Iα) | α ∈ A} clasa de proiecţii este ∩{Pα | α ∈ A}. ↑
2.5.4. Teoremă. Fie C o categorie colocal mică completă la dreapta.

1. Pentru orice clasă de epi E perechea (Exq, Ex) este o structură de factorizare.

2. Pentru orice clasă de monoM perechea (Mq,Mqx) este o structură de factorizare.

3. Pentru orice clasă de epi E perechea (E⊥q, E⊥) este o structură de factorizare de

dreapta.

4. Pentru orice clasă de monoM perechea (Mq,Mq⊥) este o structură de factorizare

de dreapta.

5. Pentru orice clasă de epi E completă la dreapta (E , E⊥) este o structură de factor-

izare de dreapta. În plus, dacă EqC ⊂ E, atunci (E , E⊥) este o structură de factorizare.

6. Perechea

(Epi,Mf ) = (Epi, (Epi)x)

este o structură de factorizare

7.Perechea

(Ef ,Mono) = ((Mono)q,Mono)

este o structură de factorizare. ↑
2.5.5. Exemple. 1. În categoria mulţimilor Set există o singură structură de factorizare

(Epi,Mono) = (Ret,Sec).

2. Într-o categorie abeliană C există o singură structură de factorizare

(Epi,Mono) = (Cok,Ker).

3. În multe categorii topologice (spaţiile topologice, spaţiile Hausdorff, spaţiile Tihonov (com-

plet regulate)), dar nu şi categoria spaţiilor compacte, avem structura de factorizare (Eu,Mp)=

(aplicaţii surjective, incluziuni topologice). Am notat-o astfel deoarece ı̂n categoria C2V clasa

aplicaţiilor surjective coincide cu clasa epimorfismelor universale (a se vedea 2.4.8).

Fie f : (E, u) −→ (F, v) un morfism ı̂n una din categoriile indicate.
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Atunci f(E) este un subspaţiu al spaţiului F şi pe f(E) topologia v induce o topologie pe care

o vom nota-o v′. Atunci aplicaţia canonică p : E −→ f(E), p(x) = f(x) este continuă.

Examinăm şi incluziunea canonică i : (f(E), v′) −→ (F, v). Atunci

f = i · p

este (Eu,Mp)-factorizarea morfismului f .

4. Într-o categorie C aditivă cu nuclee şi conuclee orice morfism f : X −→ Y se descompune

Kerf
fker f cokf

Cokf

fcok ker cokfker

f
fCok ker Kercokf

X Y

Figura 2.5.5

unde kerf şi cokf sunt nucleul şi conucleul morfismului f , cokkerf este conucleul morfismului

kerf , kercokf este nucleul morfismului cokf , iar f este un morfism care există reieşind din

definiţia nucleului şi conucleului. Morfismul f face diagrama respectivă comutativă:

f = (kercokf) · f · (cokkerf).

Una din axiomele categoriei semiabeliene ı̂n sensul Räıcov (vezi [R, 1969]), afirmă că pentru

orice morfism f morfismul respectiv f este un bimorfism. Aşadar ı̂n astfel de categorii avem

structurile de factorizare

(Epi,Mf ) = (Epi,KerC),

unde factorizarea morfismului f este

f = (kercokf) · (f · (cokkerf))

63



cât şi structura

(Ef ,Mono) = (Cok,Mono)

cu factorizarea lui f

f = ((kercokf) · f) · cokkerf.

5. Structura de factorizare (Epi,Ker) = (Epi,Mf ) ı̂n categoria C2V. Fie f : (E, u) −→
(F, v) un morfism al categoriei C2V, pe subspaţiul f(E) (̂ınchiderea subspaţiului f(E) ı̂n spaţiul

(F, v)) examinăm topologia v′ indusă din spaţiul (F, v) şi aplicaţiile canonice e şi k.

),( uE
f

),( vF

e k

)'),(( vEf

Figura 2.5.6

Atunci

f = k · e

este (Epi,Ker)-factorizarea morfismului f .

6. Structura de factorizare (Cok,Mono) = (Ef ,Mono) ı̂n categoria C2V. Pe spaţiul

vectorial f(E) examinăm topologia factor

u′′ = {G ⊂ f(E) | f−1(G) ∈ u}

şi aplicaţiile canonice q şi m.

( )uE, ( )vF ,

( )( )uEf ¢¢,

f

q
m

Figura 2.5.7
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Atunci

f = m · q

este (Cok,Mono)-factorizarea morfismului f .

2.5.6. Remarcă. 1. În categoria T2 a spaţiilor topologice Hausdorff factorizarea unui

morfism după structurile de factorizare (Epi,Mf ) şi (Ef ,Mono) se efectuează la fel ca şi ı̂n

categoria C2V.

2. Categoria T h a spaţiilor Tihonov de asemenea posedă astfel de structuri de factorizare.

În T h ca subcategorie epireflectivă a categoriei T2 orice morfism are o (Epi,Mf )-factorizare la

fel ca şi ı̂n categoria T2:

(Epi(T h),Mf (T h)) = (Epi(T2) ∩ T h,Mf (T2) ∩ T h).

Structura de factorizare (Ef ,Mono) a subcategoriei T h nu posedă o astfel de proprietate. De-

scrierea clasei Ef a subcategoriei T h vezi 6.2.20 ex.6

3. În laticea B a structurilor de factorizare a categoriei C2V am descris patru elemente:

(Ef ,Mono), (Ep,Mu), (Eu,Mp), (Epi,Mf ).

În diagramă am indicat doar clasele de proiecţii. Cum se va demonstra apoi, ı̂ntre elementele

Ef şi Eu, cât şi ı̂ntre elementele Eu şi Epi, există clase proprii de elemente.

Epi

E u

E f

Figura 2.5.8

2.5.7. Teoremă. Examinăm structurile de factorizare (Ef ,Mono), (Ep,Mu), (Eu,Mp) şi

(Epi,Mf ) ale categoriei C2V .
1. Clasele de proiecţii Ef şi Eu sunt complete la stânga.

2. Clasele de injecţii Mu,Mp şi Mf sunt complete la dreapta. ↑

65



2.5.8. Remarcă. 1. În 9.2.6 se va stabili că şi clasa Mp este completă la drepta.

2. În categoria CV (Eu,Mp) = (Epi,Mf ). Astfel trecând de la categoria C2V la categoria CV
o clasa proprie de structuri de factorizare {(P , I) ∈ B | Eu ⊂ P ⊂ Epi} se transformă ı̂ntr-o

singură structură de factorizare: (Epi,Mf ). Acest fenomen se ı̂ntâmplă şi ı̂n alte categorii

topologice când excludem condiţia ca spaţiile să fie Hausdorff.

3. Referitor la laticea structurilor de factorizare de dreapta vom reveni ı̂n 6.3.

2.5.9. Exerciţii. 1. Fie C o categorie cu perechi nucleare, ı̂n care fiecare săgeată dublă

posedă egalizator. Dacă Eq ◦Eq ⊂ Eq, atunci (Epi, Eq) este o structură de factorizare ı̂n categoria

C. În particular ı̂n categoria grupurilor Gr clasa Eq nu este ı̂nchisă ı̂n raport cu compoziţia.

2. Fie C o categorie aditivă cu nuclee, conuclee şi pătrate cocarteziene. Dacă Ker ⊂ Mu,

atunci:

a) Ker ◦ Ker ⊂ Ker;
b) (Epi,Ker) este o structură de factorizare ı̂n categoria C.
2.5.10. Notaţii. Fie C o subcategorie a categoriei U2 spaţiilor uniforme Hausdorff şi (P , I)

o structură de factorizare ı̂n categoria C astfel ı̂ncât P ⊂ EpiU2 şi I ⊂ MonoU2. Examinăm

perechile (P ′′f , I ′′f ) = (Iq, Iqx) şi (P ′f , I ′f ) = (Pxq,Px). Să presupunem că aceste perechi sunt

structuri de factorizare ı̂n categoria U2 (vezi Teorema 2.5.4). Fie

Lf (P , I) = {(E ,M) ∈ B(U2)|P
′

f ⊂ E ⊂ P
′′

f }.

2.5.11. Cu condiţiile şi notaţiile de mai sus avem

Propoziţie. Fie (P , I) ∈ B(C) şi (E ,M) ∈ B(U2).
(E ∩ C,M∩ C) = (P , I) atunci şi numai atunci când (E ,M) ∈ Lf (P , I). ↑

2.6. Clase de morfisme ereditare şi coereditare

În acest paragraf se examineazâ clase de morfisme ereditare (vezi Definiţia 1.1.7) ce va avea

un rol important ı̂n diverse construcţii.

2.6.1. Exemple. 1. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta, A ⊂ P ,B ⊂ I.
Atunci clasa B este A-coereditară.

2. Orice clasă stabilă la dreapta este Epi-coereditară.

3. În orice categorie C clasa Mu este Epi-coereditară.

4. În categoria C2V clasa Mp, ca clasă stabilă la dreapta, este Epi-coereditară.

5. În categoria C2V clasa Eu ∩Mu este:

- Mono-ereditară şi a-ereditară;
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- Epi-coereditară şi a-coereditară.

2.6.2. Teoremă. Fie C o categorie cu pătrate cocarteziene. Atunci clasa Epi este Mu-

ereditară.

↓ Fie u · v ∈ Epi, u ∈Mu şi

f · v = g · v (1)

Construim următoarele pătrate cocarteziene.

Pe morfismele u şi f

u
′

1 · f = f ′ · u, (2)

pe morfismele u şi g

u′2 · g = g′ · u, (3)

pe morfismele u
′
1 şi u′2

u′′1 · u′2 = u′′2 · u′1. (4)

Atunci morfismele u′1, u
′
2, u
′′
1, u

′′
2 cât şi u′′1 · u′2(= u′′2 · u′1) sunt mono.

v u

f g 'g'f

1'u

2'u
2u ¢¢

1u ¢¢

Figura 2.6.1

Avem

u′′1 ·g′ ·u·v = (din(3)) = u′′1 ·u′2 ·g ·v = (din(1)) = u′′1 ·u′2 ·f ·v = (din(4)) = u′′2 ·u′1 ·f ·v = (din(2)) =

= u′′2 · f ′ · u · v = u
′′ · f ′ · u · v,

i.e.

u′′1 · g′ · u · v = u′′2 · f ′ · u · v. (5)

şi cum u · v este un epi, deducem că

u′′1 · g′ = u′′2 · f ′. (6)
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În continuare

u′′1 · u′2 · f = (din(4)) = u′′2 · u′1 · f = (din(2)) =

u′′2 · f ′ · u = (din(6)) = u′′1 · g′ · u = (din(3)) = u′′1 · u′2 · g

i.e.

u′′1 · u′2 · f = u′′1 · u′2 · g, (7)

şi deoarece u′′1 · u′2 este un mono, rezultă că f = g. ↑
2.6.3. În categoria spaţiilor Tihonov T h există structura de factorizare (Eu,Mp) =(aplicaţii

surgective, incluziuni topologice).

Exerciţii.1. În categoria T h fie Mp ⊂ I ⊂Mono. Atunci clasa I nu este Epi-coereditară.

2. În categoria T h clasa Epi nu este (Eu ∩Mono)-ereditară.

3. În categoria C2V clasa Mono nu este (Epi ∩Mu)-coereditară.

4. În categoria C2V clasa Epi nu este (Eu ∩Mono)-ereditară.

2.6.4. Exerciţii. 1. Următoarele clase de morfisme ale categoriei C2V

Iso, Epi ∩Mu, Eu ∩Mono, Eu ∩Mu, Epi ∩Mp

sunt a-ereditare şi a-coereditare.

2. În categoria C2V clasa Eu este Mono-ereditară.

2.6.5. Exerciţii. Fie (E ,M) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V.

1. Dacă clasa M este Epi-coereditară, atunci clasa M ∩ Epi ∩ Mu este a-ereditară şi

a-coereditară.

2. Dacă clasa E este Mu-ereditară, atunci clasa E ∩Mu este a-ereditară şi a-coereditară.

2.6.6. Definiţie. Monomorfismul m se numeşte esenţial, dacă din faptul că f ·m este un

mono, rezultă că f este un mono.

d∗. Epimorfism esenţial.

Notaţii. Ee şi Me clasele epimorfismelor şi respectiv monomorfismelor esenţiale.

2.6.7. Exemple. 1. Într-o categorie cu pătrate cocarteziene Epi ∩Mu ⊂ Ee.
2. În categoria C2V avem Ee ⊂Mono.

3. În categoria C2V nu orice morfism, care este o aplicaţie bijectivă, aparţine clasei Ee. Cu

alte cuvinte, clasa Eu ∩Mono nu se conţine ı̂n clasa Ee.
2.6.8. Problemă. În care categorii are loc egalitatea Epi ∩Mu = Ee?

2.7. Structuri de factorizare cu clase ereditare
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2.7.1. Lemă. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C.
1. Clasa P este Epi-coereditară.

2. Dacă R ∈ R şi r(I) ⊂ I, atunci (εR) ◦ I ⊂ I ◦ εR. În particular, incluziunea dată are

loc dacă R ∈ Rc şi (P , I) este una din structurile de factorizare (Epi,Mf ), (P ′′(R), I ′′(R)) sau

(Eu,Mp).

↓ 1. Fie

p = f · e (1)

cu p ∈ P şi e ∈ Epi. Examinăm (P , I)-factorizarea morfismului f

f = i1 · p1. (2)

Deoarece p⊥i1, există un morfism h, astfel ı̂ncât

p1 · e = h · p, (3)

i1 · h = 1. (4)

Odată ce p este un epi, rezultă că şi i1 ∈ Epi. Atunci din egalitatea (4) obţinem că i1 ∈ Iso,
şi f ∈ P .

h

p

f
e

1

i
1

p

1

Figura 2.7.1 a)

2. Fie i : X → Y ∈ I, b : Y → Z ∈ εR şi rX : X → rX, rZ : Z → rZ R-replicele obiectelor

X şi Z. Atunci rZ · b : X → rZ este R-replica lui X şi

rZ · b · i = r(i) · rX . (1)

Dacă

rZ · i′ = r(i) · u (2)
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este pătratul cartezian construit pe morfismele rZ şi r(i), atunci

b · i = i′ · v (3)

rX = u · v (4)

pentrun un v. u ∈ Mu şi din egalitatea (4) deducem, că u ∈ Epi. Astfel ı̂n egalitatea (4)

v ∈ Epi, sau v ∈ εR.
Conform ipotezei r(i) ∈ I, deci şi i′ ∈ I. Se verifică uşor, că

b · i = i′ · v (5)

cu i′ ∈ I şi v ∈ εR. ↑
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rXX

rYrZ =Y

u
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v
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ZrReÎb

Figura 2.7.1 b)

2.7.2. Definiţie. Fie A o clasă de morfisme a categoriei C, şi (E ,M) o structură de

factorizare de dreapta.

Clasa A se numeşte (E ,M)-coereditară, dacă din faptul că a = m·e este (E ,M)-factorizarea

morfismului a ∈ A, rezultă, că m ∈ A.

d∗: Clasa de morfisme A (E ,M)-ereditară ı̂n raport cu structură de factorizare de stânga

(E ,M).

2.7.3. Teoremă. Fie (P , I) şi (E ,M) două structuri de factorizare de stânga ı̂n categoria

C. Examinăm următoarelor afirmaţii:

1. Clasa I este E-coereditară.

2. Clasa I este (E ,M)-coereditară.

3. P ◦ E ⊂ E ◦ P .
4. (E ◦ P ,M∩ I) este o structură de factorizare de stânga ı̂n categoria C.
5. P ◦ E = E ◦ P .
Atunci 1 =⇒ 2⇐⇒ 3⇐⇒ 4⇐⇒ 5.
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↓ 4 =⇒ 2. Fie i ∈ I şi

i = m · e (1)

este (E ,M)-factorizarea morfismului. Mai departe, fie

i = t · (e1 · p1) (2)

(E ◦P ,M∩I)-factorizarea acestui morfism, unde e1 ∈ E , p1 ∈ P şi t ∈M∩I.. Din egalitatea

(2), deoarece i ∈ I, rezultă că p1 ∈ Iso. Egalităţile (1) şi (2) sunt două (E ,M)-factorizări ale

morfismului i. Deci

e1 · p1 = r · e, (3)

m = t · r (4)

pentru un izomorfism r. Din ultima egalitate, deoarece r ∈ Iso, şi t ∈M∩I, rezultă că m ∈ I.

Astfel am demonstrat că clasa I este (E ,M)-coereditară.

i

r

m

t

e

1e

1p

Figura 2.7.2

1 =⇒ 2. În virtutea definiţiilor corespunzătoare.

2 =⇒ 3. Fie p ∈ P şi e ∈ E pentru care există compoziţia p·e. Examinăm (P , I)-factorizarea

morfismului p · e.
p · e = i1 · p1, (5)

iar

i1 = m2 · e2, (6)

(E ,M)-factorizarea morfismului i1. Atunci din egalităţile scrise, rezultă că

p · e = m2 · (e2 · p1), (7)

Deoarece e⊥m2, există un morfism t astfel ı̂ncât:

e2 · p1 = t · e, (8)
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m2 · t = p. (9)

Din egalitatea (6) şi ipoteza 2 rezultă că m2 ∈ I. Din egalitatea (8) conchidem că t este un

epi. Atunci din Lema 2.7.1 şi egalitatea (9) obţinem, că m2 ∈ P . Astfel m2 ∈ P ∩ I = Iso, şi

morfismul p · e poate fi scris

p · e = (m2 · e2) · p1, (10)

cu m2 · e2 ∈ E şi p1 ∈ P .

p

t

e

2e 2m

1i

1p

Figura 2.7.3

3 =⇒ 4. Cele două clase E ◦ P şi M ∩ I sunt ı̂nchise ı̂n raport cu compoziţia şi sunt

ortogonale: (E ◦ P)⊥(M∩I). Rămâne de demonstrat că orice morfism al categoriei C posedă

o (E ◦ P ,M∩ I)-factorizare. Fie f ∈ C şi

f = i · p, (11)

este (P , I)-factorizarea lui,

i = m · e, (12)

este (E ,M)-factorizarea morfismului i, şi

m = i1 · p1, (13)

este (P , I)-factorizarea morfismului m. Conform ipotezei 3 morfismul p1 · e poate fi scris

p1 · e = e2 · p2, (14)

p
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Figura 2.7.4

unde e2 ∈ E şi p2 ∈ P . Astfel

i = (din(2)) = m · e = (din(13)) = i1 · p1 · e = (din(14)) = i1 · e2 · p2

i.e.

i = i1 · e2 · p2, (15)

de unde rezultă că p2 ∈ I, deci p2 ∈ (P ∩I) = Iso, iar e2 ·p2 ∈ E . Din egalitatea (14) deducem

că p1 · e ∈ E , şi din Lema 2.7.1, că p1 ∈ E . Deoarece m1 ∈ M din egalitatea (13), rezultă că

p1 ∈M. Deci p1 ∈ E ∩M = Iso, şi morfismul f poate fi scris

f = (i1 · p1) · (e · p) (16)

cu i1 · p1 ∈M∩ I şi e · p ∈ E ◦ P .

3 + 4 =⇒ 5. Evident.↑
2.7.4. Corolar. 1. Fie (E ◦ P ,M∩ I) o structură de factorizare de dreapta,

f = i · p

(P , I)-factorizarea morfismului f ∈ C, şi

i = m · e

(E ,M)-factorizarea morfismului i. Atunci

f = m · (e · p)

este (E ◦ P ,M∩ I)-factorizarea morfismului f .

2. Dacă (P , I) sau E ,M) este o structură de factorizare, atunci M∩ I ⊂Mono. ↑
2.7.5. Exemplu. Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V cu suficiente

obiecte I-injective (vezi 5.6). Atunci clasa I este Epi-coereditară. Astfel pentru orice structură

de factorizare de dreapta (E ,M) perechea (P ◦ E , I ∩M) este o structură de factorizare. În

particular (Ep ◦ E ,Mu ∩M), (Eu ∩ E ,Mp ◦M) sunt structuri de factorizare.

2.7.6. Lemă. Fie A o clasă de bimorfisme a categoriei C2V . Următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. A este completă la stânga şi la dreapta.

2. A este saturată de sus şi de jos.
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3. A este o clasă de proiecţii a unei structuri de factorizare de dreapta şi A este o clasă de

injecţii a unei structuri de factorizare de stânga.

↓ 1⇒ 3. În virtutea Teoremei 2.5.1.

2⇒ 3. În virtutea Teoremei 2.5.2.

3⇒ 1. În virtutea Teoremei 2.4.2.

3⇒ 2. Vezi Teorema 2.4.3.↑
2.7.7. Definiţie. O clasă de bimorfisme a categoriei C2V se numeşte bicompletă, dacă ea

verifică una din condiţiile echivalente ale Lemei 2.7.6.

2.7.8. Notaţii. Vom stabili Bic clasa tuturor claselor bicomplete de bimorfisme ale cate-

goriei C2V .
2.7.9. Exerciţii. 1. Iso este cel mai mic element ı̂n clasa Bic.
2. Eu ∩Mu este cel mai mare element ı̂n clasa Bic.
3. Fie B ∈ Bic. Atunci:

- Clasa B este a-ereditară şi a-coereditară.

- Clasa B este Mono-ereditară.

- Clasa B este Epi-coereditară.

2.7.10. Să examinăm structurile de factorizare (Ef ,Mono) şi (B,B⊥), unde B este o clasă

bicompletă de bimorfisme. În baza Teoremei 2.6.2* clasa Mono este B-coereditară, deoarece

B ⊂ Eu. Atunci conform Teoremei 2.7.3. (B ◦Ef ,Bx) este o structură de factorizare ı̂n categoria

C2V . Mai departe, clasa B ◦ Ef este completă la stânga, ca compoziţia a două clase cu această

proprietate.

În mod analog se demonstrează şi afirmaţiile 2-3.

Teoremă. Fie B o clasă bicompletă de bimorfisme. Atunci

1. (B◦Ef ,Bx) este o structură de factorizare cu clasa de proiecţii B◦Ef completă la stânga.

2. (Bq,Mf ◦ B)) este o structură de factorizare cu clasa de injecţii Mf ◦ B completă la

dreapta.

3. (Eu ∩B>,Mp ◦ B) este o structură de factorizare cu clasa de injecţii Mp ◦ B completă la

dreapta.

4. (B ◦ Ep,Mu ∩ B⊥) ∈ B.
5. ((εR) ◦ Eu, (εR)⊥ ∩Mp) ∈ B, când R este o subcategorie reflectivă nenulă a categoriei

C2V , şi εR = {e ∈ Epi : r(e) ∈ Iso}. ↑
2.7.11. Exerciţii. 1. Fie B ∈ Bic. Atunci clasa Mf ◦ B este Epi-coereditară.

1∗. Fie B ∈ Bic. Atunci clasa B ◦ Ef este Mono-ereditară.

2. Fie B ∈ Bic, şi (E ,M) ∈ R. Atunci (E ◦ Bq,M∩ (Mf ◦ B)) ∈ B.
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2∗. Fie B ∈ Bic. Atunci (E ∩ (B ◦ Ef ),M◦B)x) ∈ B.
3. Fie B ∈ Bic. Atunci Mp ◦ B este Eu-coereditară.

4. Fie B ∈ Bic, (E ,M) ∈ B şi E ⊂ Eu. Atunci (E ◦ Bq,M∩ (Mf ◦ B)) ∈ B.
5. Fie B ∈ Bic. Atunci Eu este (Mf ◦ B)-ereditară.

6. Fie B ∈ Bic. Atunci (Eu ∩ Bq,Mp ◦ B) ∈ B.
7. (E ′p,M′

u) ∈ Lρ(Π), Ep ⊂ E ′p şi clasa E ′p nu este Mu-ereditară.
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Capitolul 3. Obiecte speciale

3.1. Obiecte iniţiale, finale şi nule

3.1.1. Definiţie. Obiectul I al categoriei C se numeşte obiect iniţial, dacă pentru orice

obiect X al categoriei C există un singur morfism iX : I −→ X.

d∗ : Obiect final T cu morfismul tX : X −→ T .

Dacă categoria C posedă un obiect care concomitent este şi iniţial, şi final, atunci el se

numeşte obiect nul al categoriei C şi se notează O, iar sistemul de morfisme respectiv se notează

simplu

0
0 0

0X

Figura 3.1.1

3.1.2. Exerciţii. 1. Orice două obiecte iniţiale (finale, nule) sunt izomorfe.

2. Obiectul iniţial este suma unei familii vide de obiecte: I = t{Xi | i ∈ ∅}.
3. Obiectul final este produsul unei familii vide de obiecte: T = u{Xi | i ∈ ∅}.
4. Suma oricărei familii de obiecte iniţiale este un obiect iniţial.

5. Produsul oricărei familii de obiecte finale este un obiect final.

3.1.3. Exemple. 1. În categoria Ens mulţimea vidă este obiectul iniţial cu sistemul de

morfisme iX = ∅ : ∅ −→ X pentru orice obiect X. Obiectul final ı̂n Ens este mulţimea ce conţine

un singur punct.

2. In categoria spaţiilor topologice obiect iniţial nu există. Deoarece una din axiomele

spaţiului topologic spune că spaţiul trebuie să fie o mulţime nevidă. Astfel nu există suma

unei familii vide de obiecte, nu există ı̂ntotdeauna intersecţia a două subobiecte ale unui obiect.

Aşadar categoriile topologice nu sunt complete nici la stânga, nici la dreapta. Şi ı̂nainte de a

examina limitele ı̂n aceste categorii trebuie să ne convingem că limita spectrului respectiv ı̂n

categoria Ens nu este o mulţime vidă, apoi să cercetăm şi topologia pe această limită.

3. În categoria Ens sau a spaţiilor topologice fie X1 = {x1}, X2 = {x2}. Atunci produsul

X1 × X2 este o mulţime dintr-un singur punct {x} care are două coordonate: x1 şi x2: x =

{x1, x2}. Produsul a trei mulţimi Xi = {xi}, i = 1, 2, 3 poate fi interpretată la fel, etc.

4. Fie A o mulţime parţial ordonată. O examinăm ca o categorie: din obiectul a există un

singur morfism ı̂n obiectul b ⇔ (a ≤ b). Categoria A are obiect iniţial, atunci şi numai atunci
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când ı̂n mulţimea A există elementul cel mai mic şi analog, obiectul final al categoriei A (dacă

există) nu-i altceva decât elementul cel mai mare.

5. Fie R̃ mulţimea numerelor reale cu ordinea obişnuită la care se adaugă simbolurile ±∞.
Considerăm că există un morfism a −→ b⇔ (a ≤ b).

Atunci:

a) u{ai | i ∈ A} = inf{ai | i ∈ A};
b) t{ai | i ∈ A} = sup{ai | i ∈ A};
c) Deoarece inf{ai | i ∈ A} ≤ sup{ai | i ∈ A}, rezultă:

T = −∞ = u{ai | i ∈ ∅} ≤ t{ai | i ∈ ∅} = +∞ = I.

6. În mulţimea R̃ considerăm că există un morfism a −→ b⇔ (a ≥ b). Atunci:

a) u{ai | i ∈ A} = sup{ai | i ∈ A};
b) t{ai | i ∈ A} = inf{ai | i ∈ A};
c) I = −∞ = sup{ai | i ∈ ∅} ≥ inf{ai | i ∈ ∅} = +∞ = T.

3.1.4. Remarcă. Comparând concluziile din exemplele 5 şi 6 putem spune că e mai adecvat

să privim la mulţimea R̃ ca la o categorie ı̂n contextul definiţiei 5.

3.2. Generatori şi cogeneratori

3.2.1. Definiţie. Obiectul A al categoriei C se numeşte generator, dacă pentru orice

săgeată dublă f, g : X −→ Y, | f 6= g, există un morfism u : A −→ X astfel ı̂ncât f · u 6= g · u:

A
u

X
f

g
Y

Figura 3.2.1

d∗ :cogenerator.

3.2.2. Fie că pentru obiectul A al categoriei C şi pentru orice cardinal τ(sau mulţime)

există suma A(τ). Atunci pentru orice obiect X examinăm morfismul

A

f

X

fq

Xw( )( )XAHomA ,

Figura 3.2.2
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wX cu proprietatea

f = wX · qf (1)

pentru orice morfism f ∈ C(A,X), unde qf este incluziunea canonică. Dacă pentru orice

cardinal τ există produsul Aτ , atunci pentru orice obiect X, morfismul dual se numeşte morfism

de calcul şi se notează wX .

Aşadar

X

A

Xw

f
fp

),( AXHomA

Figura 3.2.3

wX = pf · f (2)

pentru orice f ∈ C(A,X), unde pf este proiecţia canonică.

Teoremă. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. A este un generator al categoriei C.

2. Pentru orice obiect X al categoriei C morfismul wX este un epi.

3. Pentru orice obiect X al categoriei C morfismul wX este un epi universal.↑
3.2.3. Exemple. 1. Grupul aditiv al numerelor ı̂ntregi Z este un generator al categoriei

grupurilor abeliene.

2. Grupul numerelor reale R factorizat prin subgrupul numerelor ı̂ntregi Z ne conduce la

grupul K = R/Z. Dacă pe K examinăm topologia factor indusă din corpul R, atunci K devine

un grup compact.

a) K este un cogenerator al categoriei grupurilor abeliene.

b) K cu factortopologia este un cogenerator atât pentru grupurile abeliene compacte

cât şi pentru grupurile abeliene local compacte [Pn, 1973].

3. Spaţiul discret D format din două puncte este un cogenerator pentru categoria spaţiilor

zerodimensionale (compacte).

4. Segmentul I = [0, 1], este un cogenerator pentru categoria spaţiilor compacte.

5. Corpul numerelor reale R este un cogenerator pentru:
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a) Subcategoria spaţiilor compacte (spaţiul R nu este compact, deci el nu aparţine

subcategoriei date).

b) Categoria spaţiilor realcompacte (Hewitt).

c) Categoria spaţiilor complet regulate (Tihonov).

3.2.4. Lemă. Corpul K cu topologia obişnuită peste care sunt definite spaţiile vectoriale

este un generator al categoriilor C2V, CV.

↓Pentru orice spaţiu nenul (E, u) şi orice element x0 6= 0 definim aplicaţia

f : K −→ (E, u), f(a) = a · x0.

Avem un operator liniar şi continuu.↑
3.2.5. Deoarece corpul K este sumand direct ı̂n orice spaţiu local convex Hausdorff de-

ducem:

Corolar. În categoria C2V orice spaţiu nenul este un generator.

3.2.6. Lemă. Corpul K este un cogenerator al categoriei C2V.

↓Fie x0 ∈ (E, u) şi x0 6= 0. Subspaţiul generat de punctul x0 este isomorf cu K şi se prezintă

ca sumand direct ı̂n spaţiul (E, u). Astfel proiecţia canonică p : (E, u) −→ K are proprietatea

p(x0) 6= 0.↑
3.2.7. Corolar. În categoria C2V orice spaţiu nenul este un cogenerator.

3.2.8. Remarcă. Unele din obiectele prezentate ca exemple de cogeneratori sunt in realitate

nişte obiecte universale, lucru la care o sa revenim pe parcurs.

3.3. Obiecte mici şi dual mici

3.3.1. Definiţie. Obiectul A al categoriei C se numeşte mic dacă orice morfism f : A −→
t{Xi | i ∈ I} ı̂n suma unui sistem de obiecte se factorizează prin suma unui subsistem finit:

există o mulţime finită J ⊂ I şi un morfism g : A −→ t{Xi | i ∈ J} astfel ı̂ncât

f = q · g,

unde q este incluziunea canonică.

A

{ }JiX i ÎC

{ }IiX i ÎC

f

g q

Figura 3.3.1
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d◦. Obiect dual mic.

3.3.2. Exerciţii. Fie C o categorie aditivă. Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. Obiectul A este mic.

2. Functorul hA cu valori ı̂n categoria grupurilor abeliene hA : C −→ Ab păstrează

sumele.

3. Functorul C −→ mod-EndCA, indus de functorul hA, păstrează sumele: hA :

C −→ mod-EndCA.
3.3.3. Teoremă. În categoria C2V orice spaţiu normat este obiect dual mic.

↓ Fie A un spaţiu normat şi fie dat un morfism f : u{Xi | i ∈ I} −→ A. Dacă U = {x ∈
A |‖ x ‖ ≤ 1}, atunci f−1(U) este o vecinătate a lui zero ı̂n spaţiul X = u{Xi | i ∈ I}. Exită

atunci o submulţime finită J ⊂ I şi vecinătatea Gi a lui zero ı̂n spaţiul Xi, i ∈ I, astfel ı̂ncât

u{Gi | i ∈ J} × u{Xi | i ∈ I \ J} ⊂ f−1(U). (1)

Fie k = kerf : P −→ X, şi q = cokerk : X −→ Q.

Atunci

f = g · q (2)

pentru un morfism g. Egalitatea (2) este (Ef ,Mono)-factorizarea morfismului f . Pentru pro-

dusele u{Xi | i ∈ I \ J} şi u{Xi | i ∈ I} examinăm incluziunea canonică

m : u{Xi | i ∈ I \ J} −→ u{Xi | i ∈ I}

şi proiecţia canonică

t : u{Xi | i ∈ I} −→ u{Xi | i ∈ J}.

Deoarece

u{Xi | i ∈ I} = u{Xi | i ∈ I \ J} × u{Xi | i ∈ J}

deducem că m = ker t, t = coker m. Din relaţia (1) rezultă că

u{Xi | i ∈ I \ J} ⊂ P.

Aşadar

m = k ·m1 (3)

pentru un morfism m1. Atunci din egalitatea (2), rezultă că

q = r · t (4)
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pentru un morfism r. Din egalităţile (2) şi (4) obţinem

f = g · r · t. (5)

Astfel morfismul f se factorizează prin produsul unui număr finit de obiecte u{Xi | i ∈ J}. ↑

{ }IiX i ÎÕ

{ }JIiX i \ÎÕ

{ }JiX i ÎÕ

QP

A

k

m1

m

t r

q

g
f

Figura 3.3.2

3.3.4. Spaţiile normate posedă ı̂n categoria C2V şi o proprietate duală ı̂ntr-un anumit sens.

Teoremă. Fie A un spaţiu normat, şi k : A −→ u{Xi | i ∈ I} ∈ Mp (k este o incluziune

topologică). Atunci există o submulţime finită J ⊂ I astfel ı̂ncât p · k ∈ Mp (p · k este de

asemenea o incluziune topologică), unde p : u{Xi | i ∈ I} −→ u{Xi | i ∈ J} este proiecţia

canonică.

↓ Într-adevăr, fie U = {x ∈ A |‖ x ‖≤ 1}. Luând ı̂n consideraţie care mulţimi formează

baza topologiei ı̂n spaţiul u{Xi | i ∈ I}, putem spune: există o submulţime finită J ⊂ I şi

vecinătătatea Vi a lui zero ı̂n spaţiul Xi, i ∈ J , astfel ı̂ncât k−1(V) ⊂ U , unde

V = u{Vi | i ∈ J} × u{Xi | i ∈ I \ J} ⊂ V . (1)

Examinăm proiecţia canonică

p : u{Xi | i ∈ I} −→ u{Xi | i ∈ J}. (3)

Să demonstrăm că morfismul p ·k este o incluziune topologică: p ·k ∈Mp. Pentru orice element

x ∈ U avem k(x) = x′ + x′′, unde

x′ ∈ u{Vi | i ∈ J}, x′′ ∈ u{Xi | i ∈ I \ J}. (4)
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Fie că x′ = 0. Atunci k(n · x) = n · x′′ ∈ V . Deci n · x ∈ U , pentru orice număr natural n.

Astfel x = 0.

Deoarece

p · k(x) = p(x′ + x′′) = p(x′) + p(x′′) = x′

astfel am demonstrat că operatorul p · k este o aplicaţie injectivă. Pe de altă parte, avem

(p · k)−1(u{Vi | i ∈ J}) = k−1p−1(u{Vi | i ∈ J}) = k−1(V) ⊂ U .

Astfel aplicaţia p · k ∈Mp (p · k este o incluziune topologică). ↑

{ }IiX i ÎÕ { }JiX i ÎÕ
p

A
k

Figura 3.3.3
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Capitolul 4. Obiecte libere

4.1. Obiecte libere

4.1.1. Orice subcategorie R a unei categorii C presupune functorul de incluziune i : R −→
C care ne conduce la problema: posedă acest functor un adjunct la stânga sau la dreapta.

Următoarea teoremă indică condiţii necesare şi suficiente ca această ı̂ntrebare să aibă o soluţie

pozitivă. În acest paragraf o să ne intereseze existenţa adjunctului de stânga r a functorului

i. Deoarece R este o subcategorie a categoriei C existenţa adjunctului de stânga r poate fi

formulată mai simplu prin intermediul existenţei morfismelor de adjuncţie {rX : X −→ rX |
X ∈| C |} (vezi [B, D, 1972]).

Teoremă. Fie R o subcategorie a categoriei C cu functorul de incluziune i : R −→ C.

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. Functorul i : R −→ C posedă un adjunct la stânga r : C −→ R : r a i.
2. Pentru orice obiect X al categoriei C există un obiect rX al subcategoriei R şi un

morfism rX : X −→ rX cu următoarea proprietate universală:

Pentru orice obiect A ∈| R | şi orice morfism f : X −→ A există un singur morfism

g : rX −→ A ∈ R astfel ı̂ncât

g · rX = f. ↑ (1)

Figura 4.1.1

4.1.2. Remarcă.1. Atât ı̂n diagramă, cât şi ı̂n egalitatea (1) este omis functorul i. Altfel

ar trebui să scriem

i(g) · rX = f.

2. Obiectul rX este determinat ı̂n mod unic până la un isomorfism: dacă r1 : X −→ Y cu

Y ∈| R | are aceeaşi proprietate universală, atunci t · rX = r1 pentru un careva iso t.

3. În condiţia 2 a Teoremei precedente obiectul respectiv, care există pentru obiectul X, se

notează special rX, căci el este imaginea lui X la aplicarea functorului r (care trebuie construit).

Pe morfisme functorul r se construieşte astfel: Fie f : X −→ Y ∈ C, şi rX : X −→ rX,
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rY : Y −→ rY morfismele respective. În baza ipotezei există un singur morfism g : rX −→ rY

astfel incât

g · rX = rY · f. (1)

Morfismul g şi se declară imaginea morfismului f la construirea functorului r : C −→ R:

g = r(f).

X
X

r

f

irX

)(gi

iA

Figura 4.1.2

X Y
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)( frg =

X
r

Y
r

Figura 4.1.3

4. Unii autori ı̂n definiţia obiectelor libere mai includ unele condiţii referitor la aplicaţia

rX sau la obiectul rX. De exemplu, la studierea algebrelor universale libere peste un spaţiu

Tihonov se pun şi condiţii de tipul:

a) rX(X) generează algebric algebra rX;

b) rX(X) este o mulţime ı̂nchisă ı̂n rX;

c) rX este o incluziune topologică.

4.1.3. Definiţie. Fie R o subcategorie plină a categoriei C şi functorul de incluziune

i : R −→ C posedă adjunctul de stânga r : C −→ R.

1. Fie R o subcategorie plină a categoriei C. Atunci R se numeşte subcategorie reflectivă a

categoriei C, rX , sau rX, sau perechea (rX, rX) se numeşte R-replica obiectului X.
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2. Dacă R nu este o subcategorie plină a categoriei C, atunci se spune, că obiectele categoriei

C posedă ı̂n R obiecte libere, rX şi rX se notează ı̂n acest caz lX : X −→ lX, lX se numeşte

obiectul liber al obiectului X.

3. Fie A ⊂ C. Subcategoria reflectivă (respectiv: coreflectivă) T se numeşte A-reflectivă

(respectiv: A-coreflectivă), dacă T -replica (respectiv: T -coreplica) oricărui obiect, aparţine

clasei A. R(A) (respectiv: K(A)) este clasa tuturor subcategoriilor A-reflective (respectiv: A-

coreflective.

4.1.4. Exemple. 1. Fie C o categorie de algebre universale, I o familie de identităţi, iar

V subcategoria tuturor algebrelor ce verifică toate identităţile familiei I. V se ia ca o subcat-

egorie plină ı̂n această situaţie. Construirea perechii (rX, rX) nu este altceva deĉıt descrierea

reprezentantului rX al obiectului X in subcategoria V.

2. Deseori ı̂n categoria C de algebre universale se evidenţiază acelea, care posedă anumite

elemente fixe (0 sau 1, de exemplu). În acest caz, pentru obiectele subcategoriei L se studiază

numai acele morfisme care păstrează elementele fixate (acele morfisme care sunt ı̂n concordanţă

cu operaţiile nul-are date). Este clar, ı̂n acest caz subcategoria L nu este, ı̂n genere, plină. Deci

functorul l : C −→ L este functor liber.

3. C = Ann categoria inelelor, V subcategoria inelelor asociative (comutative, asociative şi

comutative etc). Atunci V este o subcategorie reflectivă a categoriei C.

4. C = Ann, sau una din subcategoriile enumerate mai sus, L subcategoria inelelor cu

unitate, şi morfismele din L sunt omomorfisme de inele ce păstrează unitatea. L nu este o

subcategorie plină ı̂n categoria C - omomorfismul nul nu păstrează unitatea.

4.1.5. Fie L o subcategorie a categoriei C pentru care functorul id : L → C posedă un

adjunct la stânga l : C → L. Pentru orice morfism f : X → Y ∈ C avem

lY · f = l(f) · lX (1)

X Y

lX lY

f

)(fl

X
l

Y
l

Figura 4.1.4.

Notăm

P = P(L) = {f ∈ C | l(f) ∈ Iso(L)};
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I = I(L) = {f ∈ C | lY · f = l(f) · lX este un pătrat cartezian ı̂n categoria C}.
Exerciţii. 1. Clasa I conţine toate morfismele subcategoriei L : L ⊂ I.
2. Iso C ⊂ P ∩ I.
3. f : X → Y ∈ P ⇔ când există un morfism t : Y → lX astfel ı̂ncât:

a) lX = t · f ;

b) (lX, t) este obiectul liber al obiectului Y.

4. P ◦ P ⊂ P şi I ◦ I ⊂ I.
5. P ⊥ I.

4.2. Spaţiul local convex liber peste o mulţime

4.2.1. Categoria C2V poate fi examinată ca o subcategorie a categoriei mulţimilor Ens.
Functorul i : C2V −→ Ens se mai numeşte functor de subiacenţă sau uituc care neglijează atât

structura topologică cât şi cea de spaţiu vectorial.

O să construim functorul liber l : Ens −→ C2V . Fie X o mulţime nevidă. În categoria C2V
stabilim lX = K(X) cu topologia respectivă - cea mai fină topologie local convexă.

Amintim că spaţiul KX este format din toate elementele de forma

{(ax)x∈X | ax ∈ K},

iar K(X) conţine acele elemente din KX care au numai un număr finit de coordonate nenule.

Aplicaţia lX : X −→ lX se defineşte lX(x0) = {(ax)x∈X}, unde

ax = 1, dacă x = x0,

ax = 0, dacă x 6= x0.

Spaţiul lX, spaţiul vectorial liber peste mulţimea X, poate fi conceput ca mulţimea tuturor

combinaţiilor

Σn
k=1λkxk, xk ∈ X,λk ∈ K.

Iar ı̂n cazul n = 0 combinaţia respectivă este elementul 0 al spaţiului lX.

Fie acum f : X −→ (E, u) o aplicaţie a mulţimii X ı̂n spaţiul (E, u). Trebuie de prelungit

f prin lX cu ajutorul unui operator g liniar şi continuu. Stabilim

g{(ax)x∈X} = Σx∈Xaxf(x).

Este clar că g este un operator liniar şi continuu deoarece un operator liniar cu domeniul

de definiţie K(X) este continuu.
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Figura 4.2.1

Unicitatea morfismului g ∈ C2V cu proprietatea

f = g · lX

rezultă din faptul că mulţimea lX(X) este o bază (o bază Hamell) a spaţiului vectorial lX.

Teoremă. 1. Obiectul liber peste mulţimea vidă este spaţiul nul.

2. În categoria C2V există obiecte libere peste orice mulţime:

i : C2V −→ Ens, l : Ens −→ C2V , l a i.

3. În categoria CV există obiecte libere peste orice mulţime

i : CV −→ Ens, l : Ens −→ CV , l a i.

4. Obiectul liber peste mulţimea X ı̂n categoriile C2V şi CV sunt spaţiile K(X) ı̂nzestrate

cu cea mai fină topologie local convexă. Obiectele K(X) formează ı̂n categoria C2V subcategoria

coreflectivă Σ. ↑

4.3. Spaţiul local convex liber peste un spaţiu uniform

4.3.1. Rezultatele acestui şi următorului paragraf sunt expuse conform lucrării [Ra, 1964].

Un spaţiu local convex (E, u) se consideră ı̂nzestrat cu acea unică uniformitate compatibilă cu

topologia şi pentru care operaţia de scădere este uniform continuă. Această uniformitate se

defineşte prin sistemul de anturage

{(x, y) ∈ E | x− y ∈ V},

când V parcurge un sistem fundamental de vecinătăţi ale lui zero. În această situaţie aplicaţiile

linear continui ale spaţiilor local convexe devin uniform continui. Aceasta ne permite să ex-

aminăm categoria spaţiilor local convexe C2V ca o subcategorie a spaţiilor uniforme U2

i : C2V −→ U2.
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O să construim functorul liber l : U2 −→ C2V .

1) Fie (X, t) un spaţiu uniform. Pe viitor t o să ı̂nsemne uniformitatea acestui spaţiu cât şi

topologia generată de această uniformitate. Examinăm morfismul de calcul

),( tX
X

w ),( tXU
K

Figura 4.3.1

unde U(X, t) este spaţiul funcţiilor uniform continui definite pe X cu valori ı̂n K.

Fie lX spaţiul liber peste mulţimea X (a se vedea paragraful precedent). Pe subspaţiul lX

examinăm topologia s indusă din spaţiul KU(X,t).

( )tX ,

X

Sl

X
w

X
i

( )tXU
K

,

l X, s( )

Figura 4.3.2

Orice funcţie uniform continuă pe (X, t) se extinde ı̂n mod unic prin wX , deci şi prin lXs .

Aşadar conjugatul spaţiului (lX, s) este U(X, t) : (X, s)′ = U(X, t), iar s este topologia slabă

s = σ(lX,U(X, t)).

1. Uniformitatea s din lX induce ı̂n X uniformitatea slabă. În această situaţie pe lX

există cea mai fină topologie local convexă pentru care aplicaţia lXs rămâne uniform continuă.

Mulţimea lX cu această topologie şi este spaţiul liber al spaţiului (X, t). În continuare vom

construi această topologie.

2. Să examinăm pe lX topologia tH a convergenţei uniforme pe clasa H a mulţimilor H din

U(X, t) echicontinui şi mărginite ı̂n fiecare punct x ∈ X. Pentru topologia tH mulţimile

{u ∈ lX :|< u, f >|≤ ε}, f ∈ H, H ∈ H, ε > 0

formează un sistem fundamntal de vecinătăţi ale lui zero.

De aceea mulţimile

{(u, v) ∈ lX × lX :|< u− v, f >|≤ ε,∀f ∈ H}, H ∈ H, ε > 0
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formează un sistem fundamental de anturage pentru uniformitatea tH. Deci mulţimile

| f(x)− f(y) |≤ ε

WH,ε = {(x, y) ∈ X ×X :| f(x)− f(y) |≤ ε, ∀f ∈ H}, H ∈ H, ε > 0

formează un sistem fundamental de anturage a uniformităţii tH.

( )tX ,

X
l

X
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X
w

( tlX , )
H

( )slX ,

( )tXU
K

,

X
i

X
i

Figura 4.3.3

Teoremă. Spaţiul local convex Hausdorff liber a unui spaţiu uniform Hausdorff (X, t) este

spaţiu liber peste mulţimea X ı̂nzestrat cu topologia convergenţei uniforme pe clasa H a tuturor

mulţimilor echicontinui H ⊂ U(X, t) şi mărginite ı̂n fiecare punct x ∈ X.↑
4.3.2. Corolar. Spaţiul conjugat spaţiului local convex liber (lX,m) a spaţiului uniform

(X, t) poate fi identificat cu ajutorul operaţiei de restricţie Ψ

Ψ(f) = f |X ,∀f ∈ (lX, tH)′

cu spaţiul U(X, t):

(lX,m)′ = U(X, tH).

4.3.3. Să examinăm unele proprietăţi ale functorului l : U −→ CV .

Teoremă. Aplicaţia lX : (X, t) −→ (lX, tH) realizează spaţiul (X, t) ca un subspaţiu al

spaţiului uniform (lX, tH)

t = tH |X . ↑

4.3.4. Teoremă. Fie (X, t) un spaţiu uniform, şi (lX, tH) spaţiul liber. Următoarele

afirmaţii sunt echivalente.

1. (X, t) este Hausdorff.
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2. (X, t) este ı̂nchis ı̂n (lX, tH).

3. (lX, tH) este Hausdorff. ↑
4.3.5. Teorema precedentă ne permite să spunem că următoarea diagramă este comutativă.

1

i

2

i

1

l
1

s
2

l
2

s

Figura 4.3.5

Unde i1, i2 sunt functorii de incluziune, s1, s2 functorii subiacenţi, l1, l2 functorii liberi

l1 a s1, l2 a s2, i1 · l1 = l2 · i2, i2 · s1 = s2 · i1.

4.3.6. Teoremă. Orice spaţiu local convex (E, t) este izomorf cu un factorspaţiu al spaţiului

local convex liber al său (lE, tH). ↑

4.4. Spaţiul local convex liber peste un spaţiu Tihonov

4.4.1. Teoremă. Spaţiul local convex liber a unui spaţiu Tihonov (X, t) există şi coincide

cu spaţiul vectorial liber lX al mulţimii X ı̂nzestrat cu topologia tH a convergenţei uniforme pe

clasa H a mulţimilor H ⊂ C(X) echicontinui şi mărginite ı̂n fiecare punct x ∈ X. ↑
4.4.2. Exerciţii. 1. Fie (X, d) un spaţiu cu topologia (sau uniformitatea) discretă. Atunci

(lX, d) = K(X).

2. În particular, dacă X este o mulţime finită, atunci

l(X, d) = KX .
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Capitolul 5. Obiecte proiective şi injective

5.1. Obiecte proiective şi injective

Noţiunile de obiect proiectiv şi injectiv au aparut la ı̂nceput ı̂n categorii abeliene, adică

ı̂n categorii unde există o singură structură de factorizare (Epi,Mono). Odată ce trecem la

categorii topologice, aceste noţiuni trebuie ataşate unei structuri de factorizare, sau unei clase de

monomorfisme. La rândul său, existenţa unei clase suficiente de obiecte injective, de exemplu,

face ca clasa de injecţii a structurii de factorizare să verifice un analog al axiomei AB4 (vezi

[Gr, 1957]).

5.1.1. Definiţie. Fie (P , I) o structură de factorizare a categoriei C. Obiectul A se numeşte

P-proiectiv dacă pentru orice morfism p : X −→ Y ∈ P şi orice morfism f : A −→ Y ∈ C
există un morfism g : A −→ X pentru care

p · g = f.

5.1.2. Definiţie. Fie (P , I) o structură de factorizare a categoriei C. Se spune că ı̂n

categoria C există suficiente obiecte P-proiective, dacă pentru orice obiect X al categoriei C
există un obiect P-proiectiv A şi un morfism p : A −→ X ∈ P.

d∗: obiect I-injectiv şi categorie cu suficiente obiecte I-injective.

5.1.3. Propoziţie.1. Fie că I este obiect iniţial al categoriei C. Atunci I este un obiect

Epi-proiectiv.

2. Fie că obiectul X este suma familiei de obiecte {Xα, α ∈ A} şi fie (P , I) o structură

de factorizare a categoriei C. Obiectul X este P-proiectiv atunci şi numai atunci când fiecare

sumand Xα, α ∈ A este P-proiectiv.

3. Fie că r : A −→ Z este o retracţie şi A este un obiect P-proiectiv. Atunci Z este de

asemenea P-proiectiv.

3∗. Fie că r : A −→ Z este o retracţie şi A este un obiect I-injectiv. Atunci Z este un

obiect I-injectiv. ↑
5.1.4. Remarcă. În categoriile aditive proprietăţile 3 şi 3∗ ale propoziţiei precedente afirmă

că orice sumand direct al unui obiect P-proectiv (I-injectiv) este P-proectiv (I-injectiv).

5.1.5. Exemple. 1. În categoria R-Mod un modul este proiectiv atunci şi numai atunci,

când este un sumand direct al unui modul liber.
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2. În categoria R-Mod există suficiente obiecte proiective.

3. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) R este un inel semireflexiv.

b) Orice R-Mod este proiectiv.

c) Orice R-Mod este injectiv.

4 (Criteriul R. Baer). Modulul RN este injectiv atunci şi numai atunci când pentru orice

ideal stâng I ⊂ R al inelului R orice morfism f :R I −→R N se extinde până la un morfism

g :R R −→R N, adică există un element x ∈ N astfel ı̂ncât f(r) = r · x pentru orice r ∈ I.

5. Grupul abelian G(+) se numeşte divizibil dacă orice ecuaţie de forma n · x = q, 0 6=
n ∈ Z şi q ∈ G posedă soluţie ı̂n G:

∃q1 ∈ G : n · q1 = q.

6. Grupul abelian G(+) este injectiv ı̂n categoria Ab grupurilor abeliene atunci şi numai

atunci când G(+) este divizibil.

5.1.6. Remarcă. Obiectele proiective şi injective pot fi definite şi examinate pentru o clasă

arbitrară de epimorfosme, respectiv - monomorfisme. Existenţa a suficiente obiecte proiective

ı̂n roport cu clasa de proiecţii a unei structuri de factorizare permite de a demonstra proprietăţi

importante a clasei de proiecţii.

5.1.7. Teoremă. Fie C1 o subcategorie a categoriei C astfel ı̂ncât functorul incluziunii

C1 −→ C posedă un adjunct la stânga l : C −→ C. Mai departe, fie P o clasă de epi a categoriei

C, iar A un obiect P-proiectiv. Atunci lA este un obiect (P ∩ C1)-proiectiv ı̂n subcategoria C1.

↑
5.1.8. Teoremă. Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C.

1. Dacă ı̂n categoria C există suficiente obiecte P-proiective, atunci clasa P este completă

la stânga şi Mono-ereditară.

1∗. Dacă ı̂n categoria C există suficiente obiecte I-injective, atunci clasa I este completă la

dreapta şi Epi-ereditară.

↓ O să demonstrăm p.1∗ deoarece ı̂n categoria C2V sunt multe structurei de factorizare cu

suficiente obiecte injective. Să verificăm condiţiile Definiţiei 2.2.2.

1. IsoC ⊂ I. Evident.

I ◦ I ⊂ I. Evident.

3. Clasa I este stabilă la dreapta. Fie

f ′ · i = i′ · f (1)
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pătrat cocartezian şi i ∈ I. Trebuie să demonstrăm, că i′ ∈ I.

X

Z

A

Y

P

i

i ¢

h

f

g
m

f ¢

Figura 5.1.2

Există un obiect I-injectiv A şi un morfism m : Z −→ A ∈ I. Morfismul m · f se extinde

prin morfismul i, ce aparţine clasei I :

m · f = g · i. (2)

Din condiţia că (1) este un pătrat cocartezian, rezultă că există un morfism h astfel ı̂ncât:

m = h · i′, (3)

g = h · f ′, (4)

Din egalitatea (3), deoarece m ∈ I, deducem că i′ ∈ I.

4. Fie mα : Xα −→ Yα ∈ I, iar m = tmα : tXα −→ tYα şi incluziunile canonice

pβ : Xβ −→ tXα şi qβ : Yβ −→ tYα ce verifică egalităţile:

m · pβ = qβ ·mβ, ∀β ∈ B. (5)

βX
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βY

p

f f

q

m

mβ

β

ββ

t

Xα

ПXα
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Figura 5.1.3
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Există un obiect injectiv A şi un morfism t : tXα −→ A ∈ I. Morfismul t · pβ se extinde

prin morfismul mβ, deoarece mβ ∈ I:

t · pβ = fβ ·mβ, ∀β ∈ B. (6)

Atunci există un morfism f : tYα −→ A astfel ı̂ncât

fβ = f · qβ,∀β ∈ B. (7)

Avem

f ·m · pβ = (din(6)) = fβ ·mβ = (din(7)) = f · qβ ·mβ = (din(5)) = f ·m · qβ,

i.e.

f ·m · pβ = f ·m · qβ,∀β ∈ B. (8)

Deci

t = f ·m (9)

şi deoarece t ∈ I, deducem, că şi m ∈ I.

5. Această condiţie se verifică, ca şi condiţia 4.

Să verificăm că clasa I este Epi-coereditară. Fie b · e ∈ I şi e ∈ Epi. Atunci patratul

b · e = 1 · (b · e) (10)

este cocartezian. Deci b ∈ I. ↑

5.2. Obiecte proiective şi injective ı̂n categoria spaţiilor compacte

5.2.1. Definiţie. Un spaţiu topologic se numeşte T1-spaţiu, dacă orice două puncte diferite,

fiecare posedă câte o vecinătate ce nu conţine celălalt punct.

5.2.2. Definiţie.Un T1-spaţiu se numeşte normal, dacă pentru orice două mulţimi ı̂nchise

A şi B disjunctive (A ∩B = ∅) există o funcţie continuă astfel ı̂ncât f(A) = 0 şi f(B) = 1.

5.2.3. Exerciţii. 1. Într-un T1-spaţiu orice punct este o mulţime ı̂nchisă.

2. Orice spaţiu normal este un spaţiu Hausdorff.

3. Orice subspaţiu ı̂nchis a unui spaţiu normal este un spaţiu normal.

4. Corpul numerelor reale R este este un spaţiu normal. Rℵ1 nu este un spaţiu normal.

5. Dreapta Sergenfrey X este spaţiu normal, şi X2 nu este spaţiu normal ([En, 1985],

p.2.3.12).
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6. Factorspaţiul unui spaţiu normal nu este neapărat normal.

7. Suma categorială (̂ın categoria T2) a unei familii de spaţii normale este un spaţiu normal.

5.2.4. Teoremă. Fie I = [0; 1] cu topologia obişnuită, X un spaţiu topologic, iar wX :

X −→ IH(X,I) morfismul de calcul. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) X este un spaţiu Hausdorff şi compact.

b) wX este scufundare topologică cu imagine ı̂nchisă. ↑
5.2.5. Teoremă (P. Alexandrov, P. Ur̂ıson). Orice spaţiu Hausdorff şi compact este un

spaţiu normal. ↑
5.2.6. Notaţii. Fie T norm categoria spaţiilor normale, şi Comp2 categoria spaţiilor Haus-

dorff compacte.

Fie f : (X, u) −→ (Y, v) ∈ T norm. Examinăm următoarea factorizare a morfismului f

),( uX
p i

),( vY)',)(( vxf

Figura 5.2.1

unde f(X) este ı̂nchiderea mulţimii f(X) ı̂n spaţiu (Y, v), iar v′ este topologia indusă de topolo-

gia v pe submulţimea f(X) a mulţimii Y . (f(X), v′) ca subspaţiu ı̂nchis a spaţiului (Y, v) este

de asemenea normal. Astfel f = i · p este o factorizare a morfismului f ı̂n categoria T norm.

Teoremă. Perechea (Epi,Mf ) este o structură de factorizare ı̂n categoria T norm, unde

Epi este clasa tuturor aplicaţiilor cu imagine densă, iar Mf este clasa tuturor incluziunilor

topologice cu imagine ı̂nchisă.↑
5.2.7. Teoremă (Tietze - Urâson) (vezi [En, 1985], Teorema 2.1.8). Orice funcţie cu valori

ı̂n I = [0, 1] sau R definită pe un subspaţiu ı̂nchis a unui spaţiu normal poate fi extinsă pe tot

spaţiul.↑
5.2.8. Astfel teorema precedentă poate fi formulată şi astfel.

Teoremă.În categoria T norm obiectele I şi R sunt Mf -injective. ↑
5.2.9. Reieşind din faptul că subcategoria T norm nu este ı̂nchisă ı̂n categoria spaţiilor

topologice ı̂n rapot cu limitele proiective (Stone A.H. (vezi [En, 1985], Exerciţiul 2.7.16) este

greu de presupus că următoarele probleme au un răspuns afirmativ.

Problemă. 1. Există oare ı̂n categoria T norm produsul categorial al oricărei familii de

obiecte?

2. Posedă oare categoria T norm suficiente obiecte Mf -injective?

5.2.10. Fie f : (X, u) −→ (Y, v) un morfism al categoriei Comp2 şi examinăm ca şi ı̂n p.6

factorizarea lui
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Figura 5.2.2

Deoarece imaginea unui compact este un compact obţinem ca (f(X), v′) este un compact şi

dens ca subspaţiu ı̂n (f(X), v′). Aşadar f(X) = f(X) şi factorizarea dată ia forma

),( uX
p i

),( vY)'),(( vxf

Figura 5.2.3

Teoremă. 1. În categoria Comp2 clasa epimorfismelor Epi coincide cu clasa aplicaţiilor

surjective Eu : Epi = Eu.

2. Perechea (Eu,Mf ) este o structură de factorizare ı̂n categoria Comp2. ↑
5.2.11. Deoarece I = [0, 1] este un spaţiu Mf -injectiv (Teorema 5.2.7), şi produsul de

obiecte Mf -injective este tot un obiect injectiv, deducem, că Iτ este un obiect injectiv. Pe de

altă parte, orice obiect al categoriei Comp2 este izomorf cu un subspaţiu ı̂nchis al unui spaţiu

de forma Iτ :

wX : X −→ IHom(X,I)

Teoremă. În categoria Comp2 există suficiente obiecte Mf -injective.↑
5.2.12. Fie (X, d) un spaţiu cu topologie discretă, iar βX : (X, d) −→ β(X, d) compactificaţia

Stone - Ĉech a acestui spaţiu.

Teoremă. Spaţiile de tipul β(X, d) sunt obiecte Eu-proiective ı̂n categoria Comp2.
↓ Fie p : (Y, u) −→ (Z, v) o aplicaţie surjectivă a categoriei Comp2, iar f : β(X, d) −→ (Z, v)

o aplicaţie continuă
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Figura 5.2.4

Deoarece p este surjectivă există o aplicaţie, evident continuă, g : (X, d) −→ (Y, u) pentru care

p · g = f · βX . (1)
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Aplicaţia g nu aparţine categoriei Comp2, dar ea aparţine categoriei spaţiilor Tihonov T h. În

acest caz există un morfism t : β(X, d) −→ (Y, u) (Y, u) este un spaţiu compact, iar βX este

Comp2 - replica obiectului (X, d)), astfel ı̂nĉıt

g = t · βX . (2)

Avem

p · t · βX = (din(2)) = p · g = (din(1)) = f · βX

i.e.

p · t · βX = f · βX (3)

şi deoarece βX este un epi ı̂n categoria T h, deducem că

p · t = f. ↑ (4)

5.2.13. Teoremă. În categoria Comp2 există suficiente obiecte Eu-proiective.

↓ Fie (X, u) un obiect al categoriei date. Pe mulţimea X examinăm topologia discretă d cu

aplicaţia canonică p : (X, d) −→ (X, u) şi compactificaţia Stone - Ĉech βX : (X, d) −→ β(X, d).

Atunci

p = pX · βX (1)

pentru un careva morfism pX .
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Figura 5.2.5

Din egalitatea (1), deoarece p ∈ Eu, rezultă că pX ∈ Eu. În plus β(X, d) este Eu-proiectiv. ↑
5.2.14. Remarcă. Nu toată diagrama precedentă aparţine categoriei Comp2: obiectul

(X, d) şi morfismele p şi βX nu aparţin ei. Cu alte cuvinte din categoria Comp2 am trecut ı̂ntr-

o categorie mai mare T h, unde s-au efectuat construcţiile respective. În rezultat s-a revenit la

subcategoria iniţială: morfismul pX : β(X, d) −→ (X, u) aparţine ei.
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5.2.15. Totaliẑınd rezultatele precedente avem.

Teoremă. În categoria Comp2 ı̂n raport cu structura de factorizare (Eu,Mf ) există sufi-

ciente obiecte proiective şi suficiente obiecte injective.
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Figura 5.2.6

5.3. Obiecte injective ı̂n categoria spaţiilor real compacte

5.3.1. Definiţie.Un spaţiu Tihonov X se numeşte real compact (Hewitt) dacă morfismul

de calcul

wX : X −→ RC(X)

care este o incluziune topologică, are imagine ı̂nchisă: wX(X) este ı̂nchis ı̂n RC(X).

Astfel spaţiile real compacte sunt isomorfe cu subspaţii ı̂nchise ale spaţiilor Rτ . Conform

definiţiei ı̂n categoria Q a spaţiilor real compacte avem structura de factorizare (Epi,Mf )=(cla-

sa epimorfismelor, clasa incluziunilor topologice cu imagine ı̂nchisă), iar conform teoremei Tietze

- Urâson corpul numerelor reale R este un obiect Mf -injectiv. Mai departe, ı̂n baza definiţiei

pentru un spaţiu real compact X morfismul wX ı̂l realizează pe X ca un Mf -subspaţiu al

spaţiului Mf -injectiv RC(X).

Teoremă. În categoria Q a spaţiilor real compacte obiectele de forma Rτ formează o clasă

suficientă de obiecte injective ı̂n raport cu structura de factorizare (Epi,Mf ). ↑
5.3.2. În categoria T h a spaţiilor Tihonov subcategoria Q este epireflectivă. Pentru a

obţine Q-replica unui spaţiu Tihonov X descompunem morfismul de calcul wX : X −→ RC(X).

X

)(XCR

Xq

Xw Xi

)(XwqX X
=

Figura 5.3.1
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Notăm εQ clasa tuturor epimorfismelor e : X −→ Y ∈ T h pentru care qX = f · e pentru

un careva morfism f . Este clar că εQ ⊂ Mono. Mai departe, fie M clasa cea mai mică de

monomorfisme a categoriei T h ı̂nchisă ı̂n raport cu compoziţia şi care conţine clasele εQ şi

Mf (T h).

Teoremă. În categoria T h obiectele de forma Rτ formează o clasă suficientă de obiecte

M-injective. ↑
5.3.3. Problemă. Este oare (Mq,M) o structură de factorizare ı̂n categoria spaţiilor

Tihonov T h?

5.4. Obiecte proiective ı̂n categoria spaţiilor topologice

5.4.1. Rezultatele acestui şi următorului paragraf sunt expuse conform lucrării [Ge, 1972].

Fie X un spaţiu topologic şi m un cardinal infinit. Pentru orice t ∈ X notăm cu Xt o

mulţime de forma

Xt = t{Ax | x ∈ X}

(suma categorială egală cu suma disjunctă a mulţimilor Ax), unde At = {t}, iar pentru x 6= t

Ax este o mulţime de o putere mai mare ca m. Definim aplicaţia

pt : Xt −→ X

care trece mulţimea Ax ı̂n punctul x. Pe mulţimea Xt se introduce următoarea topologie,

considerând punctele diferite de t izolate, iar vecinătăţile punctului t sunt mulţimile de forma

p−1t (V) \ {∪Bx | x ∈ X, x 6= t},

unde V este o vecinătate a punctului t ı̂n spaţiul X, Bx ⊂ Ax şi card(Bx) ≤ m. Este clar că

aplicaţia pt devine continuă. Examinăm suma categorială a spaţiilor Xt

T (X,m) = t{Xu, u ∈ X}

Aplicaţiile {pt | t ∈ X} definesc o aplicaţie continuă p : T (X,m) −→ X

),( mXT

X

tq

tp

p

Xt

Figura 5.4.1
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5.4.2. Definiţie.Un spaţiu Hausdorff se numeşte zero dimensional perfect, dacă el este zero

dimensional şi ı̂n orice acoperire deschisă poate fi inscrisă o acoperire deschisă local finită.

5.4.3. Lemă. 1. Spaţiul T (X,m) este un spaţiu zero dimensional perfect.

2. Orice subspaţiu a spaţiului T (X,m) de putere nu mai mare ca m este discret.

3. p este o aplicaţie factorială.

5.4.4. Teoremă. Fie K o subcategorie plină a categoriei spaţiilor topologice Top care

conţine toate spaţiile zero dimensionale perfecte. Atunci obiecte Ef -proiective ı̂n categoria K
sunt spaţiile discrete şi numai ele.↑

5.5. Obiecte proiective ı̂n categoria spaţiilor local convexe

5.5.1. Folosind notaţiile paragrafului precedent o să descriem structura obiectelor proiective

ı̂n categoria spaţiilor local convexe.

Lemă. Fie T = T (X,m), şi lT spaţiul local convex liber peste T . Orice subspaţiu local

convex E al spaţiului lT , care are puterea nu mai mare ca m este isomorf cu un subspaţiu local

convex de forma K(S). ↑
5.5.2. Teoremă. În categoria spaţiilor local convexe CV şi C2V următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. Spaţiul este Ef -proiectiv.

2. Spaţiul este Eu-proiectiv.

3. Spaţiul este spaţiu local convex liber peste o mulţime.

4. Spaţiul este isomorf cu K(S) pentru o careva mulţime S. ↑
5.5.3. Teoremă.În categoria CV şi C2V există o singură structură de factorizare şi anume

(Eu,Mp) cu suficiente obiecte proiective.

↓ Fie E un spaţiu local convex şi S o bază algebrică a lui. Atunci aplicaţia canonică

p : K(S) −→ E

este liniară continuă şi aparţine clasei Eu. Astfel am arătat că categoria posedă suficiente obiecte

Eu-proiective.

Fie acum (P , I) o structură de factorizare cu suficiente obiecte proiective. Deoarece Ef ⊂ P
toate obiectele P-proiective sunt şi Ef -proiective, deci sunt obiecte de forma K(S).

Existenţa suficientă a clasei de obiecte P-proiective permite de demonstrat uşor (vezi Teo-

rema 5.1.8) că clasa P este stabilă la stânga. Aşadar P ⊂ Eu. Să demonstrăm că şi Eu ⊂ P .

Într-adevăr, fie f : E −→ F ∈ Eu. Există atunci un morfism p : K(S) −→ F ∈ P .
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Deoarece K(S) este şi Eu-proiectiv, rezultă că

f · t = p (1)

pentru un morfism t. Din egalitatea scrisă rezultă că şi f ∈ P .↑
5.5.4. Remarcă. După cum vom vedea ı̂n categoria C2V există o clasă proprie de structuri

de factorizare cu suficiente obiecte injective.

5.6. Obiecte injective ı̂n categoria spaţiilor local convexe

5.6.1. Rezultatele acestui paragraf sunt expuse ı̂n baza lucrării [Pl, 1971].

Se demonstrează că spaţiile Banach B(M) ale funcţiilor mărginite definite pe mulţmea M

sunt obiecte Mp-injective ı̂n categoria C2V , iar aceste obiecte şi produse de astfel de obiecte

formează ı̂n această categorie suficiente obiecte Mp-injective.

Pentru o mulţme nevidă M de puterea α vom nota cu B(M) sau m(α) spaţiul Banach al

funcţiilor definite şi mărginite pe M :

f : M −→ K, ‖ f ‖= supx∈M | f(x) | .

În acest caz M ⊂ B′(M), unde B′(M) este conjugatul spaţiului B(M), stabilind m(f) =

f(m) pentru m ∈M şi f ∈ B(M).

5.6.2. Lemă. Fie X un spaţiu local convex, şi X ′ conjugatul său. Atunci orice operator

continuu f : X −→ B(M) defineşte o aplicaţie ϕf : M −→ X ′ astfel ı̂ncât familia de funcţionale

ϕf (M) = {m · f | m ∈M}

este equicontinuă.

↓ Operatorul f : X −→ B(M) defineşte operatorul conjugat

f ′ : B′(M) −→ X ′.
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Notăm

ϕf = f ′ · i,

unde i : M −→ B′(M) este incluziunea canonică.

)(MB¢M X ¢

i

iff ×¢=j

f ¢

Figura 5.6.1

Atunci

f ′ · i(m) · (x) = m(f(x)) = f(x) · (m).

)(MBX

K

f

m

Figura 5.6.2

ϕf (m) = {m · f | m ∈M} este o mulţime equicontinuă. Într-adevăr, fie U1 = {h ∈ B(M) |
| h |≤ 1}, iar U = f−1(U1). Pentru orice x ∈ U , avem | m · f(x) |=| f(x) · (m) |≤ 1. Astfel

ϕf (M) ⊂ U◦. ↑
5.6.3. Lemă. Orice aplicaţie ϕ : M −→ X ′, unde ϕ(M) este o mulţime equicontinuă,

defineşte un operator continuu f : X −→ B(M).

↓ Operatorul f : X −→ B(M) se construieşte astfel x 7→ f(x) : M −→ K conform regulii

f(x) ·m = ϕm(x). ↑

5.6.4. Teoremă. Pentru orice mulţime nevidă M spaţiul B(M) este Mf -injectiv ı̂n cate-

goria C2V.

↓ Trebuie de demonstrat, că pentru orice incluziune topologica i : (E, t) −→ (F, u) ∈Mp şi

pentru orice morfism f : (E, t) −→ B(M) există un morfism f1 : (F, u) −→ B(M) astfel ı̂ncât

f1 · i = f.
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Fie U1 sfera unitară ı̂n spaţiulB(M), iar V = f−1(U1). ExistăW ∈ u astfel ı̂ncâtW∩E = V .

În virtutea Lemei 5.6.2 operatorul f defineşte aplicaţa ϕf : M −→ E, astfel ı̂ncât ϕf (M) este

o mulţime equicontinuă de funcţionale.

Deoarece

f−1(U1) = {e ∈ E || f(e) |≤ 1} ⊂ V ⊂ E

pentru orice m ∈M avem | f(x) · (m) |≤ 1. Astfel

ϕ−1f (m)([−1; 1]) = {e ∈ E || ϕf (m)(e) |≤ 1} = {e ∈ E || f(e) · (m) |≤ 1} ⊃ V

pentru orice m ∈M , sau ⋂
m∈M

ϕ−1f (m)([−1; 1]) ⊃ V.

Definitiv

| ϕf (m) · (e) |≤ pV (x)

pentru orice m ∈M .

În virtutea Teoremei Hanh-Banach fiecare funcţional ϕf (m) : E −→ K se extinde la un

funcţional ϕ′f (m) : F −→ K astfel ı̂ncât

| ϕ′f (m)(y) |≤ ϕW (y)

pentru orice m ∈M .
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Figura 5.6.4
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Ultima relaţie indică faptul că familia {ϕ′f (m) | m ∈ M} este equicontinuă. Apelând la

Lema 5.6.3 stabilim că există un funcţional continuu f1 : (F, u) −→ B(M) astfel ı̂ncât

f1 · i = f. (2)

Într-adevăr

f1(x) · (m) = ϕ′f (m) · (x) = ϕf (m) · (x) = f(x) · (m)

pentru orice x ∈ E. ↑
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Figura 5.6.5

5.6.5. Teoremă. În categoria C2V există suficiente obiecte Mp-injective.

↓ Fie (E, t) un spaţiu local convex, E ′ conjugatul lui, şi U o vecinătate ı̂nchisă şi convexa a

lui zero.

Examinăm polara mulţimii U

U◦ = {f ∈ E ′ | |f(U)| ≤ 1} ⊂ E ′.

Atunci B(U◦) este un spaţiu Banach Mp-injectiv.

Deoarece

∩{f−1([−1; 1]) | f ∈ U◦} ⊃ U,

rezultă că U◦ este o mulţime eqicontinuă de funcţionale. Există deci un operator liniar şi

continuu.

gU : (E, t) −→ B(U◦)

astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ E
gU(x)(f) = f(x). (1)

Fie U1 sfera unitară ı̂n spaţiul B(U◦). Atunci

g−1U (U1) = {x ∈ E | gU(x) ∈ U1} = {x ∈ E || gU(x) |≤ 1} =
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{x ∈ E || gU(x)(f) |≤ 1, pentru ∀f ∈ U◦} = {x ∈ E | | f(x) |≤ 1, pentru ∀f ∈ U◦} = {x ∈ E |
| x(f) |≤ 1, pentru ∀f ∈ U◦} = U◦◦ sau g−1U (U1) = U◦◦ = U.

Fie wE morfismul de calcul wE : (E, t) −→ X, definit de morfismele {gU | U ∈ t}, iar

X = u{B(V ◦) | V ∈ t}.
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Figura 5.6.6

Să demonstrăm că wE este o incluziune topologică. Mulţimile p−1U1
formează o bază a topolo-

giei Tihonov ı̂n spaţiul X. Avem

E ∩ p−1U (U1) = (wE)−1(p−1U (U1) = (pU · wE)−1(U1) = g−1U (U1) = U. ↑

5.6.6. Corolar. 1. Orice spaţiu local convex Hausdorff poate fi realizat ca subspaţiu al unui

produs de spaţii Banach.

2. Un spaţiu complet poate fi realizat ca subspaţiu ı̂nchis (Mf -subspaţiu) al unui produs

de spaţii Banach.

5.7. Obiecte injective ı̂n categoria spaţiilor uniforme

5.7.1. Vom trece ı̂n revistă rezultatele principale referitor la obiectele injective ı̂n categoria

U2 a spaţiilor uniforme Hausdorff (vezi [Is, 1964])

Se examinează obiectele injective ı̂n raport cu structura de factorizare (Eu,Mp) - obiecte

Mp-injective.

Teoremă. Intervalul I = [0, 1] este un obiect injectiv ı̂n categoria C2V. ↑
5.7.2. Fie X, Y ∈| U2 |, şi U(X, Y ) mulţimea aplicaţiilor uniform continui. Pentru orice

anturaj V al spaţiului uniform Y se defineşte anturajul V (U) a spaţiului U(X, Y ) conform

regulii:

(f, g) ∈ V (U)⇔ ∀x ∈ X(f(x), g(x))) ∈ V .

5.7.3. Teoremă.Fie M o mulţime discretă, şi Y un obiect injectiv. Atunci U(M,Y ) este

un obiect injectiv. ↑
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5.7.4. Teoremă. În categoria U2 există suficiente obiecte Mp-injective. ↑
5.7.5. Teoremă. Pentru orice spaţiu metric M spaţiul U(M,Y ) este injectiv. ↑
5.7.6. Fie E un spaţiu local convex liber peste o mulţime. Atunci pe E există cea mai fină

topologie local convexă. Dacă pe Hom(E,K) = E ′ examinăm topologia slabă, atunci E ′ ∈| Π |
şi deci este un spaţiu Mp-injectiv. Pornind de la acest moment şi Teorema 5.7.3 formulăm:

Problemă. Fie E un spaţiu local convex liber, iar X un obiect Mp-injectiv ı̂n categoria

C2V. Pentru care topologii local convexe pe Hom(E,X) acest spaţiu devine Mp-injectiv?

5.8. Specificul structurii de factorizare (Eu,Mp)

Acest paragraf este expus conform lucrării [B, 1979].

5.8.1. Revenim iarăşi la structura de factorizare (Eu,Mp) ı̂n categoria C2V . În raport cu o

structură de factorizare (P , I) examinăm următoarele condiţii:

A. În categoria C2V există suficiente obiecte P-proiective şi suficiente obiecte I-injective.

B. (P , I) este o structură de factorizare cu ambele clase complete la stânga şi la dreapta.

C. (P , I) este cu ambele clase stabile la stânga şi la dreapta.

D. Structura (P , I) are clasa de proiecţii stabilă la stânga şi Ep ⊂ P .
E. Structura (P , I) are clasa de proiecţii Mu-ereditară.

5.8.2. Exerciţiu. Sunt adevărate implicaţiile:

A⇒ B ⇒ C ⇒ D ⇒ E.

5.8.3. Teoremă. În categoria C2V perechea (Eu,Mp) este unica structură de factorizare

care verifică condiţia D.

↓ Fie (P , I) o structură de factorizare ce verifică condiţia D şi o să arătăm că P = Eu. În

primul rând, odată ce clasa P este stabilă la stânga, reiese, că P ⊂ Eu.
Să verificăm, că Eu ⊂ P . Fie f : X → Y ∈ Eu. Spaţiul Y ca orice spaţiu local convex este

un subspaţiu al unui produs de spaţii Banach, adică al unui spaţiu Z cu topologia Mackey.

Fie m : Y → Z incluziunea canonică, iar T spaţiul vectorial Z cu cea mai fină topologie

local convexă cu aplicaţia identică e : T → Z. Ca aplicaţie ı̂ntr-un spaţiu cu topologie Mackey

e ∈ Ep. În virtutea ipotezei e ∈ Ep ⊂ P . Fie

e ·m′ = m · e′ (1)

pătratul cartezian construit pe morfismele m şi e.
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Atunci m′ ∈ Mp. Deci P ca subspaţiu al spaţiului T este de asemenea cu cea mai fină

topologie local convexă. Aşadar P este obiect Eu-proiectiv. Mai departe, e ∈ P , şi ı̂n virtutea

ipotezei e′ ∈ P ⊂ Eu. Aşadar

e
′
= f · g (2)

pentru un careva g. Din egalitatea (2) şi faptul că e
′ ∈ P , rezultă, că f ∈ P . Am demonstrat

că Eu ⊂ P . ↑

YX

��

��

��

��

��

��

��	

g

-

e′ ∈ P ⊂ Eu

f ∈ Eu

P

?
-

-
m′ ∈Mp

?

T

e ∈ Ep ⊂ P

Zm ∈Mp

Figura 5.8.1

5.8.4. Remarcă. 1. Condiţia D constă din două părţi:

a) Clasa de proiecţii P este stabilă la stânga.

b) Ep ⊂ P .
Condiţia b) nu rezultă din condiţia a): structura de factoprizare (Ef ,Mono) verifică condiţia

a), dar nu şi condiţia b).

2. Din condiţia E nu reiese condiţia D.

5.8.5. Exerciţiu. Structurile de factorizare (Epi,Mf ), (Eu,Mf ) şi (Ep,Mu) posedă

următoarele proprietăţi¿

A. Clasa de proiecţii este Mu-ereditară.

B. Clasa de injecţii este completă la dreapta.

5.8.6. Problemă. Există oare şi alte structuri de factorizare ce posedă proprietăţile A şi

B menţionate ı̂n p.5.8.1?

5.8.7. Problemă. Fie (E ,M) o structură de factorizare cu proprietăţile:

A. Eu ⊂ E .
B. Clasa M este stabilă la dreapta.

Este adevărat, oare că (Epi,Mf ) şi (Eu,Mp) sunt unicele structuri de factorizare cu aceste

proprietăţi?
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Capitolul 6. Subcategorii reflective şi structuri de
factorizare

6.1. Subcategorii reflective şi coreflective

6.1.1. Noţiunea de subcategorie reflectivă (coreflectivă) a fost introdusă ı̂n p. 4.1.3.

Menţionăm, dacă L,R sau T este o subcategorie reflectivă a categoriei C, atunci l : C →
L, r : C → R sau t : C → T , şi lX : X → lX, rX : X → rX sau tX : X → tX ı̂nseamnă replica

respectivă a obiectului X.

6.1.2. Remarcă. Subcategoriile reflective se consideră, ı̂n genere, saturate, adică conţin

ı̂mpreună cu fiecare obiect şi toate obiectele izomorfe cu el.

6.1.3. Exemple. 1. Fie că categoria C posedă obiectul final T . Atunci subcategoria T a

obiectului final este cea mai mică, şi ı̂nsăşi categoria C este cea mai mare subcategorie reflectivă

a categoriei C.

2. Fie R o subcategorie reflectivă a categoriei C, şi T obiectul final al categoriei C. Atunci

T ∈| R |.
3. Obiectul final al unei subcategorii reflective este şi obiect final al ı̂ntregii categorii.

6.1.4. Lemă.Fie R o subcategorie reflectivă a categoriei C. Sunt adevărate următoarele

afirmaţii:

1. R-replica oricărui obiect din R este un iso.

2. Fie că A ∈| R |, şi t : A −→ X este o retracţie. Atunci X ∈| R |.
3. Fie că A ∈| R |, şi s : X −→ A este o secţiune. Atunci X ∈| R |.
4. Subcategoria R este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele. În particular, dacă categoria C posedă

obiect final T , atunci T ∈| R |. ↑
6.1.5 Exerciţiu. Fie L o subcategorie a categoriei C astfel ı̂ncât functorul incluziunii

i : L −→ C posedă adjunctul de stânga (functorul liber) l : C −→ L. Mai departe, fie R o

subcategorie reflectivă a categoriei L cu functorii respectivi: r şi i1.

Figura 6.1.1

Atunci functorul incluziunii i · i1 : R −→ C posedă adjunctul de stânga r · l : C −→ R.
Fie X un obiect al categoriei C. Atunci obiectul liber pentru X este perechea (rlX, rlX · lX).

X
lX−→ lX, lX

rlX−→ rlX.
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Figura 6.1.2

6.1.6. Teoremă. 1. Fie R ∈ R(Eu). Atunci functorul reflector r : C2V → R comută cu

produsele.

2.Functorul de completare g0 : C2V → Γ0 comută cu produsele.

↓ Fie R ∈ R(Eu), ti : Xi → Yi, i ∈ I. R-replicele obiectelor Xi şi t = Πti. Vom demonstra

că t este R-replica obiectului X. Observăm că Y ∈ |R|. Fie rX : X → rX R-replica lui

X, pi : X → Xi şi qi : Y → Yi, i ∈ I, proiecţiile canonice. Atunci

ti · pi = qi · t, i ∈ I, (1)

t = f · rX (2)

pentru un morfism f. Deoarece ti ∈ Eu ∩Mu, rezultă că t ∈ Eu ∩Mu. Astfel ı̂n egalitatea (2)

t, rX ∈ Eu ∩Mu. Deci şi f ∈ Eu ∩Mu.

Y

it

l

rX

X

iX

t

t ¢
ip

p

f

iY

q

iq
Y ¢X ¢

Xr

Figura 6.1.3

Să demonstrăm, că f este un izomorfism. Fie G o vecinătate a lui zero ı̂n rX. Atunci există

o vecinătate a lui zero ı̂n U, astfel ı̂ncât U + U + U ⊂ G. Fie V = (rX)−1(U). Deoarece V este

o vecinătate a lui zero ı̂n X = Π{Xi | i ∈ I}, există o mulţime finită J ⊂ I şi vecinătăţile

lui zero Vi, i ∈ J , astfel ı̂ncât Π{Vi | i ∈ J } × X ′′ ⊂ V, unde X ′′ = Π{Xi | i ∈ I \ J }. Fie

t′ : X ′ → Y ′ = Π{ti | i ∈ J }, t′′ : X ′′ → Y ′′ = Π{ti | i ∈ I \ J }. Atunci X = X ′ ⊕ X ′′, Y =

Y ′ ⊕ Y ′′. Dacă p : X → X ′ şi q : Y → Y ′ sunt proiecţiile canonice, atunci

t′ · p = q · t. (3)
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Deoarece functorul reflector comută cu limitele inductive, concludem, că t′ este R-replica

obiectului X ′, avem X = r(X ′ ⊕ X ′′) = rX ′ ⊕ rX ′′ = Y ′ ⊕ rX ′′. Fie l : rX → Y ′ proiecţia

canonică. Atunci

l · rX = t′ · p. (4)

Ulterior, l fiind o proiecţie, este o aplicaţie deschisă. Deci l(U) este o vecinătate a lui zero

ı̂n Y ′. O să demonstrăm că f(G) ⊃ q−1l(U) şi deci f este o aplicaţie deschisă. Într-adevăr, fie

(y′′, y′′) ∈ q−1l(U), unde y′ ∈ Y ′, iar y′′ ∈ Y ′′. Deoarece y′ ∈ l(U), există un punct z ∈ rX,

astfel ı̂ncât (y′, z) ∈ U. Ţinând cont că f este o bijecţie, din relaţia V ⊃ Π{Ui | i ∈ J } ×X ′′,
deducem că {0} × rX ′′ ⊂ U. În particular, (0,−z) ∈ U şi l−1(0; y) ∈ U . Avem:

f−1(y′, y′′) = f−1(y′, 0) + f−1(0; y′′) = (y′, 0) + f−1(0, y′′) =

= (y′, z)− (0, z) + f−1(0, y′′) ∈ U + U + U ⊂ G.

Astfel am demonstrat că f este un izomorfism.

2. Să revenim la diagrama precedentă. Fie ti Γ0-replicile obiectelor Xi, i ∈ J . Atunci

t ∈Mp şi t ∈ Epi (Propoziţia 1.2.14). Avem t ∈ Epi şi deoarece clasaMp este Epi-coereditară,

t ∈Mp. Astfel rX că spaţiu complet este un subspaţiu dens al spaţiului Y. Deci f ∈ Iso. ↑
6.1.7. Teoremă. Fie r : C2V → R un functor reflector exact la stânga, unde R ∈ R(Eu)

sau R = Γ0. Atunci functorul i · r : C2V → C2V comută cu limitele proiective:

ir lim
←
{Sαβ | fαβ : Xα → Xβ} = lim

←
{irSαβ | ir(fαβ) : Xα → ir Xβ}

↓ În baza Teoremei 6.1.6 functorul i · r comută cu produsele. Un functor exact la stânga ce

comută cu produsele, comută cu limitele proiective. ↑
6.1.8. Remarcă. 1. În categoria spaţiilor uniforme U , deci şi ı̂n categoria spaţiilor

uniforme Hausdorff U2, functorul de completare X 7→ X̂ comută cu produsele.

2. Nu este clar dacă orice functor coreflector ı̂n categoria C2V comută cu sumele (vezi 10.1).

3. În categoria C2V dacă orice functor de completare comută cu produsele, atunci orice

functor reflector comută cu produsele.

Notaţii. FieM⊂Mono (respectiv: E ⊂ Epi) şi A ⊂ C. Atunci SM(A) (respectiv: QE(A))

este subcategoria plină a tuturor M-subobiectelor (respectiv: E-factorobiectelor) obiectelor din

A.
Fie B o clasă de bimorfisme ale categoriei C2V . Atunci
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Sub clasa subcategoriilor categoriei C2V .

As(B) = {A ∈ Sub | A = SB(A)}. Ks(B) = As(B) ∩K. Rs(B) = As(B) ∩ R.
Af (B) = {A ∈ Sub|A = QB(A)}. Kf (B) = Af (B) ∩K. Rf (B) = Af (B) ∩ R.
As
f (B) = As(B) ∩ Af (B). Ks

f (B) = As
f (B) ∩K. Rs

f (B) = As
f (B) ∩ R.

Cel mai des o să fie B = µK sau B = εL cu K ∈ K şi L ∈ R.
Definiţie. Fie B o clasă de bimorfisme. Elementele clasei Ks

f (B) (respectiv: Rs
f (B)) se

numesc subcategorii B-semicoreflexive (respectiv: B-semireflexive).

Exemple. 1. Toate clasele enumerate mai sus conţin elementul C2V şi sunt ı̂nchise ı̂n

raport cu intersecţiile.

2. Fie B1 şi B2 două clase de bimorfisme şi B1 ⊂ B2. Atunci:

As(B2) ⊂ As(B1). As
f (B2) ⊂ As

f (B1). Af (B2) ⊂ Af (B1).

Rf (B2) ⊂ Rf (B1) Rs(B2) ⊂ Rs(B1). Rs
f (B2) ⊂ Rs

f (B1).

3. Pentru elementul C2V ∈ K şi C2V ∈ R avem µC2V = εC2V = Iso. Deci

Rs(µC2V) = Rf (µC2V) = Rs(εC2V) = Rf (εC2V) = R.

Ks(µC2V) = Kf (µC2V) = Ks(εC2V) = Kf (εC2V) = K.

4. Fie K ∈ K,R ∈ R,K ⊂ M̃ şi S ⊂ R. Atunci Eu∩Mu ⊂ µK∩εR. Deci K(M̃) ⊂ Ks
f (µK)

şi R(S) ⊂ Rs
f (εR).

5. Fie L,R ∈ R şi R ⊂ L. Atunci εL ⊂ εR. Deci R ∈ Rf (εL). De asemenea C2V ∈ Rf (εL).

Astfel clasa Rf (εL) ı̂ntotdeauna posedă cel mai mic element Π şi cel mai mare element C2V .
6. C2V ∈ Rs(L). Dacă S ⊂ L, atunci εL ⊂ εS = Eu ∩Mu. Deoarece Π ⊂ M̃, rezultă că

Π ∈ Rs(εL).

7. Fie L,R1,R2 ∈ R,R1 ⊂ R2 şi K ∈ K. Dacă R1 sau R2 este K-semireflexivă sau

L-semireflexivă, atunci despre a doua subcategorie nu putem spune, ı̂n genere, nimic.

8. - R ∈ Rs(µK)⇒ k(R) ⊂ R.
- R ∈ Rf (εL)⇒ l(R) ⊂ R.
- R ∈ Rs(εL) şi l(R) ⊂ R ⇒ R ∈ Rs

f (εL).

9. Fie R,L ∈ R,K,P ∈ K,R ⊂ L şi K ⊂ P . Atunci εL ⊂ εR Astfel Rs(εR) ⊂
Rs(εL),Rf (εR) ⊂ Rf (εL),Rs

f (εR) ⊂ Rs
f (εL).

- Rs(εR) ⊂ Rs(εL), - Rs
f (εR) ⊂ Rs

f (εL),

- Rf (εR) ⊂ Rf (εL), - Ks(µK) ⊂ Ks(µP), etc.
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10. - L ∈ Rf (εL).

- Dacă R ⊂ L, atunci R ∈ Rf (εL) şi l(R) ⊂ R.
- Dacă L ⊂ R, atunci l(R) ⊂ L ⊂ R. Deci l(R) ⊂ R.
- Fie R,L ∈ R şi R ⊂ L. R ∈ Rs(εL)⇔ R ∈ Rs

f (εL).

- Fie L ∈ Rs(εL). Atunci L = C2V . Astfel clasele Rs(εL) şi Rf (εL) sunt diferite pentru

L 6= C2V .
6.1.9. Teoremă. Fie că subcategoria coreflectivă K este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele.

Sunt adevărate afirmaţiile:

1. Functorul coreflector k : C2V → K comută cu produsele.

2. Dacă Γ ∈ R, atunci QµK(Γ) ⊂ Rf (µK), adică QµK(Γ) ⊂ R şi QµK(Γ) este ı̂nchisă ı̂n

raport cu (µK)-factorobiecte.

3. Dacă Γ ∈ R şi g(K) ⊂ K, atunci QµK(Γ) ∈ Rs
f (µK), adică QµK(Γ) este ı̂nchisă şi ı̂n

raport cu (µK)-subobiecte: (QµK(Γ) ∈ Rs(µK)). Astfel QµK(Γ) ∈ Rs
f (µK).

În particular, functorii coreflectori t0 : C2V → T on şi m : C2V → M̃ comută cu produsele,

unde T on este subcategoria spaţiilor tonelate ([Gr., 1973], Ch.3, §4, Exercise 1.b) şi M̃ este

subcategoria spaţiilor cu topologie Mackey ([R, R, 1964], cap. V).

Subcategoria T on şi orice subcategorie coreflectivă K, dacă M̃ ⊂ K, sunt ı̂nchise ı̂n raport cu

extensiile (vezi [R, R, 1964], cap. IV, Propoziţia 7). Astfel pentru orice Γ ∈ R(Mp) g(T on) ⊂
T on şi g(K) ⊂ K.
↓ 1. Fie ti : kAi → Ai, i ∈ J , K-coreplicile obiectelor Ai, A = ΠAi, P = ΠkAi şi kA : kA→

A K-coreplica lui A. Avem următoarea diagramă comutativă:

it

ipiq

P A

kAi Ai

kA
f

fi

h

it= tP

kA

Figura 6.1.4

ti · qi = pi · t, i ∈ J , (1)

pi · kA = ti · fi, i ∈ J , (2)

fi = qi · f, i ∈ J , (3)
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şi deoarece P ∈ |K| avem pentru un h

t = kA · h. (4)

Astfel

pi · t · f = ((din (1)) = ti · qi · f = (din (3)) = ti · fi = ((din (2)) = pi · kA, i ∈ J .

i.e.

pi · t · f = pi · kA, i ∈ J ,

sau

t · f = kA. (5)

Aşadar,

kA · h · f = ((din (4)) = t · f = ((din (5)) = kA,

i.e.

kA · h · f = kA,

sau

h · f = 1. (6)

Deci f = h−1.

2. QµK(Γ) ∈ R. Într-adevăr, fie subcategoriaR = QµK(Γ) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele

şi Mf -subobiecte. Fie Xi ∈ |R|, i ∈ J . Există Ai ∈ Γ şi bi : Ai → Xi ∈ µK, i ∈ J .
Dacă ti : kAi → Ai este K-coreplica lui Ai, atunci bi · ti este K-coreplica lui Xi, i ∈ J . Fie

b = Πbi : A → X şi t = Πti : P → A, i ∈ J . Atunci P = |K| şi b · t este K-coreplica lui X.

Deoarece b ∈Mono, rezultă că b ∈ µK şi A ∈ |Γ|. Deci ΠXi ∈ |R|.

P A X

kAi Ai Xi

it= tP ib= bP

bit i

Figura 6.1.5
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Astfel subcategoria R este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele. Să verificăm că R este ı̂nchisă ı̂n

raport cu Mf -subobiecte. Fie Y ∈ |R| şi m : X → Y ∈Mf .

Există A ∈ |Γ| şi b : A→ Y ∈ µK. Fie

P A

X Y

b

m

m

b

Figura 6.1.6

m · b′ = b ·m′ (7)

pătratul cartezian construit pe morfismele b şi m.

Atunci m′ ∈Mf şi deci P ∈ |Γ|, iar b′ ∈ µK şi X ∈ |R|.
QµK(Γ) ∈ Rf (µK). Evident.

3. QµK(Γ) ∈ Rs(µK). Fie Y ∈ |R| şi b : X → Y ∈ µK. Există A ∈ |Γ| şi b1 : A→ Y ∈ µK.
Atunci

X

YkY=kA A

f
b

kA b
1

Figura 6.1.7

b1 · kA este K-coreplica lui Y şi

b1 · kA = b · f (8)

pentru un f. Condiţia g(K) ⊂ K este echivalentă cu condiţia k(Γ) ⊂ Γ (Teorema 10.2.1 p.1).

Astfel kA ∈ |Γ| şi f ∈ µK. Deci X ∈ |R|. ↑
Exemple. 1. Subcategoria qT on a spaţiilor quasi-tonelate (quasi-barrelled = infra-barrelled)

este o subcategorie coreflectivă şi este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele ([J, 1981], 11.3 Proposition

1).
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2. Un spaţiu se numeşte bornologic (ultra-bormologic) dacă este limita inductivă de spaţii

normate (complete).

Următoarele afirmaţii sunt echivalente ([J, 1981], 13.5 Teorema 3):

(1) KI este spaţiu bormologic pentru orice mulţime I.

(2) Subcategoria Bor (uBor) a spaţiilor bormologice (ultrabormologice) este ı̂nchisă ı̂n raport

cu produsele.

Notaţii. Fie Kp (respectiv: Rs) clasa subcategoriilor nenule coreflective (respectiv: reflec-

tive) ı̂nchise ı̂n raport cu produsele (respectiv: sumele).

Astfel M̃, T on,Bor, qBor ∈ Kp.

Clasa Bir a subcategoriilor bicoreflective [W, 1984] aparţine ambelor clase Kp şi Rs.

Propoziţie. Fie K şi R două subcategorii dual izomorfe.

1. K ∈ Kp ⇐⇒ R ∈ Rs.

2. Subcategoria T on este dual izomorfă cu subcategoria sR a spaţiilor semireflexive [Sch,

1966]. Deoarece T on ∈ Kp, rezultă că sR ∈ Rs.

6.1.9*. Teoremă. Fie că subcategoria relfectivă T este ı̂nchisă ı̂n raport cu sumele. Atunci

functorul reflector t : C2V → T comută cu sumele. ↑
Corolar. 1. QµT on(Γ) ∈ Rs

f (µT on) pentru orice Γ ∈ R(Mp).

2. QµT (Γ) ∈ Rs
f (εS) pentru Γ ∈ R(Mp).

↓ 1. Subcategoria spaţiilor tonelate T on este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele şi ı̂n raport cu

extensiile: (Epi ∩Mp)-factorobiecte.

2. T on ⊂ M̃ ([R, R, 1964], cap. 4, propoziţia 1, Corolar 2). Deci εS = µM̃ ⊂ µT on. ↑
Probleme. 1. Fie T1, T , T2 ∈ K, T1 ⊂ T ⊂ T2,R ∈ R şi t1(R) ⊂ R şi t2(R) ⊂ R. În ce

condiţii t(R) ⊂ R?

2. Fie R1,R,R2 ∈ R,R1 ⊂ R ⊂ R2, T ∈ K şi r1(T ) ⊂ T şi r2(T ) ⊂ T . În ce condiţii

r(T ) ⊂ T ?

6.1.10. Propoziţie. Fie R o subcategore reflectivă a categoriei C.
1. Dacă (E ,M) este o structură de factorizare (de dreapta), atunci SM(R) este o subcate-

gorie E-reflectivă.

2. Dacă (E ,M) este o structură de factorizare de stânga, atunci SM(R) este o subcategorie

slab reflectivă.

3. Dacă (E ,M) este o structură de factorizare de stânga, M⊂Mu, R este Epi-reflectivă

şi C posedă pătrate cocarteziene, atunci SM(R) este o subcategorie Epi-reflectivă.

↓ 1. Fie X ∈| C |, rX : X → rX R-replica lui X, iar

rX = mX · eX (1)
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(E ,M)-factorizarea lui rX . Atunci eX este SM(R)-replica lui X.

2. Factorizarea (1) ne conduce la SM(R)-replica slabă a lui X.

3. În virtutea Teoremei 2.6.2 eX ∈ Epi. ↑
6.1.11. Exerciţii. 1. Fie R o subcategorie reflectivă a categoriei C2V . Atunci Mu(R) =

R∩Mu.

2. Fie K o subcategorie coreflectivă a categoriei C2V şi M̃ ⊂ K. Atunci Mu(K) = K∩Mu.

6.1.12. Probleme. De descris clasa Mu(K) pentru orice subcategorie coreflectivă a cate-

goriei C2V .
2. Fie R1,R2 ∈ R,R1 ⊂ R2 şi R1 6= R2. În ce situaţii ı̂ntre R1 şi R2 există o subcategorie

reflectivă?

3. Care functori coreflectori ı̂n categoria C2V comută cu sumele (vezi 10.1)?

6.2. Subcategorii P-reflective şi subcategorii I-coreflective

6.2.1. Definiţie. Fie A o clasă de morfisme a categoriei C. Subcatgoria reflectivă R se

numeşte A-reflectivă dacă R-replica oricărui obiect X al categriei C aparţine clasei A.

∀X ∈| C |7→ rX ∈ A.

d∗ : Subcategorie A-coreflectivă.

Subcategoriile Epi-reflective (Mono-reflective) se mai notează epirelective (monoreflective)

şi respectiv pentru subcategorii coreflective.

6.2.2. Lemă. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C, iar R o

subcategorie reflectivă. Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R este P-reflectivă.

2. R este ı̂nchisă ı̂n raport cu I-subobiecte. ↑
6.2.3. Corolar. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta, iar R o subcategorie

P-reflectivă. Atunci subcategoria R este ı̂nchisă ı̂n raport cu limite proiective.

↓ Într-adevăr, subcategoriaR este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele şi Eq-subobiecte şi Eq ⊂ I. ↑
6.2.4. Teoremă. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C, care este

completă la stânga şi P-colocal mică. Pentru o subcategorie plină R a categoriei C următoarele

afirmaţii sunt echivalente:

1. R este P-reflectivă.

2. R este ı̂nchisă ı̂n raport cu produse şi I-subobiecte. ↑
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6.2.5. Popoziţie. Fie R o subcategorie monoreflectivă a categoriei C. Atunci R este

(Epi ∩Mu)-reflectivă.

↓ Să demonstrăm că R este epireflectivă. Fie X un obiect al categoriei C, rX : X −→ rX

replica lui, iar

f · rX = g · rX (1)

Figura 6.2.1

Avem

rY · f · rX = rY · g · rX (2)

şi din definiţia replicii obţinem că

rY · f = rY · g. (3)

Deoarece rY este un mono din (3), rezultă că f = g.

Să demonstrăm acum că rX ∈Mu. Fie

f ′ · rX = g · f (4)

un pătrat cocartezian

Figura 6.2.2

Trebuie să demonstrăm că g este un mono. Conform definiţiei replicii avem

rY · f = h · rX (5)
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pentru un morfism h. Ţinând cont că (4) este un pătrat cocartezian avem

rY = t · g, (6)

h = t · f ′. (7)

Din egalitatea (6), deoarece rY este un mono, deducem că g este la fel. ↑
6.2.6. Exerciţiu. Fie A un cogenerator al categoriei C, şi R o subcategorie reflectivă a

categoriei C şi A ∈| R |. Atunci subcategoria R este monoreflectivă.

6.2.7. Corolar. 1. Orice subcategorie reflectivă nenulă a categorei C2V este (Epi ∩Mu)-

reflectivă.

2. Orice subcategorie coreflectivă nenulă a categorei C2V este (Eu ∩Mono)-coreflectivă.↑
6.2.8. Exerciţiu. Fie R1 şi R2 două subcategorii reflective ale categorei C, R2 ⊂ R1 şi

subcategoria R1 este monoreflectivă. Atunci şi R2 este la fel.

6.2.9. Corolar. În categoria spaţiilor Tihonov T h o subcategorie reflectivă R este monore-

flectivă atunci şi numai atunci, când ea conţine subcategoria spaţiilor compacte: Comp2 ⊂ R.
6.2.10. Remarcă. Fie R o subcategorie reflectivă, care nu-i epireflectivă, a unei categorii

abeliene C. Atunci O ⊂ R ⊂ C şi O este o subcategorie epireflectivă, şi R nu este astfel.

6.2.11. Notaţii. Fie C o categorie. Atunci:

1. R sau R(C) este clasa subcategoriilor reflective.

2. K sau K(C) este clasa subcategoriilor coreflective.

3. Skr este clasa subcategoriilor ce sunt coreflective şi reflective (vezi [W, 1974]).

4. Fie A o clasă de morfisme. Atunci R(A) (reflectiv K(A)) este clasa subcategoriilor

A-reflective (respectiv: A-coreflective).

5. Fie L ∈ R, iar T ∈ K. Atunci

R(L) = {R ∈ R | R ⊂ L}, K(T ) = {K ∈ K | K ⊂ T },

6. În cazul categoriei C2V clasele R,K,R(L) şi K(T ) nu conţin subcategoria nulă.

6.2.12. Fie C una din categoriile U2 sau T h, f : C → C2V functorul liber, (P , I) o structură

de factorizare ı̂n categoria C, iar R o subcategorie reflectivă a categoriei C2V . Atunci SI(R) este

o subcategorie P-reflectivă a categoriei C. Să examinăm o modalitate ce permite de a construi

SI(R)-replica unui obiect al categoriei C.
Fie X ∈| C |, fX : X → fX obiectul liber, rfX : fX → rfX R-replica lui fX, iar

rfX · fX = iX · r̃X (1)

(P , I)-factorizarea morfismului respectiv.
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Figura 6.2.3

6.2.13. Teoremă. (r̃X , r̃X) este SI(R)-replica obiectului X. ↑
6.2.14. Problemă. Fie R1 şi R2 două subcategorii reflective al categorei C, R1 ⊂ R2 şi

subcategoria R1 este epireflectivă. Când subcategoria R2 este epireflectivă?

6.2.15. Fie K ∈ K, şi R ∈ R. Pentru A ∈| R | fie kA : kA → A K-coreplica lui A, şi

rkA : kA→ rkA R-replica lui kA. Atunci

kA = tA · rkA

pentru un tA.

Dacă B ∈| K |, rB : B → rB R-replica lui B, iar krB : krB → rB K-coreplica lui rB, atunci

rB = krB · hB (2)

pentru un hB.

rkA krBkA BA rB
kAr AhAt rBk

Ak Br

Figura 6.2.4

Notaţii. Pentru R ∈ R,K ∈ K şi A ⊂ C2V . Fie r(A) (respectiv: k(A)) subcategoria plină

a tuturor obiectelor izomorfe cu un obiect de forma rX cu X ∈| A | (respectiv: cu kY cu

Y ∈| A |).

Exerciţii. Fie K ∈ K, şi R ∈ R. Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. r(K) este o subcategorie slab reflectivă a categoriei R.
1∗. k(R) este o subcategorie slab coreflectivă a categoriei K.
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2. Dacă R ∈ R(Eu), atunci r(K) este o subcategorie coreflectivă a categoriei R, iar tA este

r(K)-coreplica lui A (vezi 9.2.13).

2∗. Dacă K ∈ R(Mu), atunci k(R) este o subcategorie reflectivă a categoriei R, iar hB este

k(R)-replica lui B.

Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V . Atunci:

3. QP(r(K)) este o subcategorie I-coreflectivă a categoriei R.
3∗. SI(k(R)) este o subcategorie P-reflectivă a categoriei K.
4. Dacă R ∈ R(Eu), atunci r(Σ) este cea mai mică subcategorie coreflectivă (nenulă) a

categoriei R.
4∗ Dacă K ∈ R(Mu), atunci Π ⊂ M̃ ⊂ K şi Π este cea mai mică subcategorie reflectivă

(nenulă) a categoriei K).

5. QEf (r(Σ)) este cea mai mică subcategorie coreflectivă (nenulă) a categoriei R.
5∗. SMf

(k(Π)) este cea mai mică subcategoriei reflectivă (nenulă) a categoriei K.
6.2.16. Definiţie. Un functor f : C2V → C2V se numeşte x-functor, dacă pentru orice

obiect (E, t) functorul f lasă spaţiul vectorial neschimbat, doar topologia o modifică ı̂n una mai

fină: f(E, u) = (E, f(u)).

6.2.17. Fie R ∈ R, şi K ∈ K. Pentru un obiect X ∈| C2V | fie rX : X → rX, iar

krX : krX → rX R-replica şi K-coreplica obiectelor respecrive, şi

krX · uX = rX · tX (1)

pătratul cartezian construit pe morfismele rX şi krX , unde tX : tX → X. Atunci corespondenta

X 7−→ tX defineşte un x-functor, numit x-functor generat de perechea de subcategorii (K,R).

6.2.18. Remarcă. Nu orice x-functor generat de o pereche de subcategorii este un functor

coreflector.

6.2.19. Exemplu. Fiecărui spaţiu local convex (E, t) ı̂i punem ı̂n corespondenţă β -

topologia - topologia convergentei uniforme pe toate mulţimile σ(E ′, E)-mărginite. Obţinem

spaţiul Eβ = (E, β(E ′, E)). Orice operator continuu f : (E, t)→ (F, u) rămâne continuu, dacă

ı̂nzestrăm spaţiile respective cu β-topologii β(f) : Eβ → Fβ ([Gr, 1973],Cap. 2, §16, Corollary

3 a). Menţionăm, că functorul β : C2V → C2V nu este un functor coreflector ([R, R, 1964],

Anexa la Cap. V).

6.2.20. Exerciţii. 1. Fie R ∈ R, şi (P , I) ∈ B. Dacă R este o subcategorie P-reflectivă,

atunci (P ∩R, I ∩ R) ∈ B(R).

2. Fie R ∈ R(C2V). Atunci (Epi(C2V) ∩R,Mf (C2V) ∩R) = (Epi(R),Mf (R)) ∈ B(R).
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3. Fie R ∈ R(C2V), şi (P , I) ∈ B. Pentru f : A→ B ∈ R fie

f = m · p (1)

(P , I)-factorizarea lui f. Atunci

X

p m

A

?

-

-

f

6

B

m1

rXrX��

��

��

��

��

��

���

Figura 6.2.5

m = m1 · rX (2)

pentru un m1.

Fie clasa I εR-coereditară, iar (P1, I1) = ((I ∩ R)q, (I ∩ R). Atunci

- (P1, I1) ∈ B(R).

- P1 = {A p−→ X
rX−→ rX, rX · p | A ∈| R |, p ∈ P}.

- f = m1 · (rX · p) este (P1, I1)-factorizarea lui f.

4. Atfel pentru structura de factorizare (Eu(R),Mp(R)) avem:

Eu(R) = {A p→ X
rX→ rX, rX · p | A ∈| R |, p ∈ Eu},Mp(R) =Mp ∩R.

5. Pentru structura de factorizare (Eu(R),Mp(R)) avem:

Ep(R) = {A p→ X
rX→ rX, rX · p | A ∈| R |, p ∈ Ep},Mu(R) =Mu ∩R.

6. Fie R ∈ R(Eu). Atunci Ef (R) = A{ p→ X
rX→ rX, rX · p,A ∈| R |, p ∈ Ef},Mono ∩R.

7. Dacă R ∈ R şi R 6∈ R(Eu), atunci Ep(R) 6⊂ Eu(C2V).

8. Fie K ∈ K, şi R o subcategorie (µK)-reflectivă. Atunci k · r · k = k.

9. Fie (P , I) ∈ B,K ∈ K(I), şi R ∈ R(P). Atunci:

a) k(R) ⊂ R; a′) r(K) ⊂ K;

b) k(I) ⊂ I; b′) r(P) ⊂ P .
10. Fie K ∈ K cu functorul coreflector k : C2V → K, iar (E ,M) ∈ B.
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a) Dacă E ⊂ Eu, atunci k(E) ⊂ Eu;
b) Dacă M̃ ⊂ K, atunci k(E) ⊂ Epi.
6.2.21. Exerciţiu. În categoria C2V clasele de morfisme Ef , Eu, Eu∩Mono, Eu∩Mu, Epi∩

Mono, Epi ∩Mu sunt ı̂nchise ı̂n raport cu produsele (vezi Propoziţia 1.2.14) şi sunt stabile la

stânga.

6.2.22. Exerciţii. În categoria C2V avem:

1. Clasa Ef este completă la stânga (vezi [D, M, S, 1972], Teorema 1.1) şi la dreapra.

2. Clasa Eu este compleă la stânga şi la dreapta.

3. Clasa Epi este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele.

4. Clasele Mf ,Mp şi Mu sunt complete la stânga şi la draeapta.

5. Dacă B ∈ Bic, atunci clasa B este completă la stânga şi la dreapta.

6.2.23. Exerciţii. Fie K ∈ K şi R o subcategorie nenulă a categoriei K. Atunci:

1. Corpul K, ca sumând a oricărui obiect nenul, aparţine subcategoriei R.
2. R-replica oricărui obiect din K este un epi şi un monouniversal al cateogiriei C2V .
Sunt adevărate afirmaţiile duale.

6.3. Laticea structurilor de factorizare de dreapta ı̂n categoria C2V

6.3.1. Fie R o subcategorie reflectivă a categorei C, şi (P , I) o structură de factorizare

(de dreapta). Pentru orice obiect X al categoriei C examinăm (P , I)-factorizarea R-replicii

obiectului X:

Figura 6.3.1

rX = vX · uX (1)

Fie U = SI(R).

Lemă. 1. Morfismul vX este R-replica obiectului uX.

2. Corespondenţa

X 7−→ (uX, uX)

defineşte subcategoria U ca pe o subcategorie P-reflectivă a categoriei C.
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3. U este cea mai mică subcategorie P-reflectivă care conţine subcategoria R. ↑
6.3.2. Teoremă. 1. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C2V .

Atunci (P , I) este o structură de factorizare (I ⊂Mono), sau P ⊂ Epi ∩Mu.

1∗. Fie (P , I) o structură de factorizare de stânga ı̂n categoria C2V . Atunci (P , I) este o

structură de factorizare (P ⊂ Epi), sau I ⊂ Eu ∩Mono.

↓ 1. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C2V , U = SI(0), iar

oX = vX · uX

este (P , I)-factorizarea morfismului oX : X → 0.

Conform lemei precedente subcategoria U este o subcategorie P-reflectivă, iar uX este U -

replica lui X. Sunt posibile două cazuri: U = 0, sau U 6= 0.

Cazul U = 0. Atunci (P , I) este o structură de factorizare. Pentru a demonstra afirmaţia

dată este suficient de arătat, că Ef ⊂ P .
Fie f : X −→ Y ∈ Ef , iar k : Z −→ X = kerf. Atunci f = coker k. Se verifică uşor că

pătratul

oY · oZ = f · k (2)

este cocartezian. Cum oZ ∈ P , rezultă că f ∈ P .

Figura 6.3.2

Cazul U 6= 0. Orice subcategorie reflectivă nenulă este (Epi ∩Mu)-reflectivă. O să demon-

străm, că P ⊂ Epi ∩Mu. Fie p : X −→ Y ∈ P . Examinăm pătratul comutativ

oY · p = vX · uX (3)

Figura 6.3.3
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Deoarece p ∈ P , iar vX = ouX ∈ I, (p ⊥ vX), există un morfism h astfel ı̂ncât

uX = h · p, (4)

oY = vX · h. (5)

În egalitatea (4), uX ∈Mu. Deci p ∈Mu. Astfel P ⊂ Epi ∩Mu. ↑

6.4. Structura de factorizare (εR, (εR)⊥)

6.4.1. Notaţii. Fie L o subcategorie reflectivă cu functorul reflector r : C −→ R. Notăm

εR = {e ∈ Epi|r(e) ∈ Iso}.

Morfismele clasei (εR)⊥ se numesc morfismul R-perfecte (vezi [Str, 1974]).

d∗. µK = {m ∈Mono|k(m) ∈ Iso}.
Operatorul µ o să fie examinat şi ı̂n cazul când k este un x-functor (vezi 6.2.16).

Este evident, e : X → Y ∈ εR, atunci şi numai atunci când e ∈ Epi şi

rX = f · e

pentru un morfism f.

6.4.2. Definiţie. Fie A o subcategorie plină a categoriei C2V ,K ∈ K. (K,L) se numeşte

pereche de subcategorii conjugate a categoriei A dacă A ∩ µK = A ∩ εL.
În acest caz K (respectiv: L) se numeşte subcategorie c-coreflectivă (respectiv: c-reflectivă)

a categoriei A, şi K şi L se numesc conjugate ale categoriei A (respectiv: C2V).

6.4.3. Notaţii. 1. Pc(A) (respectiv: Pc) clasa perechilor de subcategorii conjugate ale

categoriei A (respectiv: C2V).

2. Kc(A) (respectiv:Kc) clasa subcategoriilor c-coreflective ale categoriei A (respectiv: C2V).

3. Rc(A) (respectiv: Rc) clasa subcategoriilor c-reflective ale categoriei A (respectiv C2V)

(vezi 9.1-9.2).

4. Fie (K1,L1), (K2,L2) ∈ Pc(A). (K1,L1) ≤ (K2,L2)⇔ K1 ⊂ K2 ⇔ L1 ⊂ L2.

5. Bic = {εR | R ∈ Rc}.
6.4.4. Exerciţii. 1. (M̃,S) este cel mai mic element ı̂n clasa Pc.
2. (C2V , C2V) este cel mai mare element ı̂n clasa Pc.
Alte exemple vezi ı̂n 9.1.
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6.4.5. Exemplu. Fie R o subcategorie monoreflectivă. Sunt adevărate următoarele

afirmaţii:

1. Clasa εR este a-ereditară şi a-coeredotară.

2. εR ⊂ Epi ∩Mu.

3. Dacă b : X → Y ∈ εR, A ∈| R | şi f : X → A, atunci f = g · b pentru un g.

6.4.6. Teoremă.Fie C o categorie cu pătrate carteziene, şi R o subcategorie monoreflectivă.

Atunci

1. (εR, (εR)⊥) este o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C.
2. Morfismul f : X → Y aparţine clasei (εR)⊥ atunci şi numai atunci când pătratul

r(f) · rX = rY · f

este cartezian.

↓ 1. Este suficient de demonstrat că orice morfism g : X → Y posedă (εR, (εR)⊥)-

factorizare. Examinăm pătratul comutativ

r(g) · rX = rY · g. (1)

Fie

r(g) · b = rY · g′ (2)

pătratul cartezian construit pe morfismele r(g) şi rY . Atunci

rX = b · t, (3)

g = g′ · t (4)

pentru un mofrsim t : X → P.

Figura 6.4.1
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Avem rY ∈ Mono, deci rY ∈ Mu şi b ∈ Mu. Atunci ı̂n egalitatea (3) rX ∈ Epi şi b ∈ Mu.

Deci t ∈ Epi (Teorema 2.6.2). Se verifică uşor că b este R-replica obiectului P :

b = rP . (5)

Astfel am demonstrat că t ∈ εR.
Deoarece pătratul (2) este cartezian din p.2 rezultă că g′ ∈ (εR)⊥. Deci egalitatea (4) este

(εR, (εR)⊥)-factorizarea morfismului g.

2. Fie f : X → Y şi pătratul

r(f) · rX = rY · f (6)

este un pătrat cartezian şi o să demonstrăm că f ∈ (εR)⊥. Într-adevăr, fie b : A→ B ∈ εR, iar

f · u = v · b. (7)

Deoarece rX ∈| R |, iar b ∈ εR, rezultă că

rX · u = h · b (8)

pentru un h. Avem

r(f) · h · b = (din(8)) = r(f) · rX · u = (din(6)) = rY · f · u = (din(7)) = rY · v · b,

i.e.

r(f) · h · b = rY · v · b (9)

şi deoarece b ∈ Epi, obţinem

r(f) · h = rY · v. (10)

Dar (6) este un pătrat cartezian. Deci

h = rX · w, (11)

v = f · w

pentru un w. Avem

rX · w · b = (din(11)) = h · b = (din(8)) = rX · u

i.e.

rX · w · b = rX · u (13)

şi deoarece rX ∈Mono rezultă că

w · b = u. (14)
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Egalităţile (11) şi (14) arată că b ⊥ f.

Reciproc. Fie f : X → Y ∈ (εR)⊥ şi să demonstrăm că patratul

r(f) · rX = rY · f (15)

este cartezian. Într-adevăr, fie

r(f) · u = rY · v (16)

patratul cartezian construit pe morfismele r(f) şi rY .

Atunci

rX = u · w, (17)

f = v · w (18)

pentru un morfism w : X → P . Deoarece clasa (εR)⊥ este ereditară, rezultă că w ∈ (εR)⊥, iar

din cele demonstrate anterior, w ∈ εR. Deci w ∈ Iso, iar pătratul (15) este cartezian. ↑
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6.4.7. Lemă. 1. Fie (E ,M) = ((µK)>, µK), unde K ∈ K(Mu). Atunci SM(R) ∈ R pentru

orice R ∈ R.
2. Fie A o clasă de morfisme completă la stânga. În particular, fie A = Eu sau A = Eu∩M,

unde (E ,M) ∈ B. Atunci pentru orice (P ,J ) ∈ B şi R ∈ R(P), rezultă că QA(R) ∈ R(P).

↓ 1. Fie rX : X → rX R-replica obiectului X ∈ |C2V| şi

rX = mX · eX (1)

(E ,M)-factorizarea R-replicii rX , unde eX : X → pX. Atunci pX ∈ |SM(R)|. Avem rX ∈ Epi
şi mX ∈Mu. Deci eX ∈ Epi. Se verifică uşor, că eX : X → pX este SM(R)-replica lui X.

2. Verificăm că subcategoria QA(R) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produse şi J -subobiecte. Fap-

tul QA(R) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produse rezultă din proprietatea respectivă a subcategoriei

R şi a clasei A.
Fie T ∈ |QA(R)|, i : X → T ∈ J şi vom demonstra că X ∈ |QA(R)|. Există un obiect

Z ∈ |R| şi un morfism A : Z → T ∈ A. În pătratul cartezian

i · a′ = a · i′ (1)

unde a′ : P → X, avem a′ ∈ A şi i′ ∈ J . Deoarece Z ∈ |R| şi i′ ∈ J , rezultă că P ∈ |R| şi

X ∈ |QA(R)|. ↑
6.4.7*. Lemă. Fie (E ,M) = (εR, (εR)⊥), unde R ∈ R(Eu). Atunci QE(K) ∈ K pentru

orice K ∈ K.
2. Fie A o clasă completă la dreapta. În particular, A = Mf sau A = E ∩ Mu, unde

(E ,M) ∈ B. Atunci pentru orice (P , I) ∈ B şi K ∈ K(I), rezultă că SA(K) ∈ K(I). ↑
6.4.8. Exerciţii. 1. Fie S subcategoria spaţiilor cu topologie slabă, iar M̃ a spaţiilor cu

topologie Mackey. Atunci εS = µM̃ = Eu ∩Mu.

2. Dacă R,L ∈ R şi R ⊂ L. Atunci εL ⊂ εR.
3. Fie Γ ∈ R şi Γ0 ⊂ Γ. Atunci εΓ ⊂Mp.

4. Fie L ⊂ R. Atunci εL = L>.
5. Fie K ∈ K. Atunci µK = K⊥.
6.4.9. Exerciţii. Fie K ∈ K şi R ∈ R. Examinăm structura de factorizare de stânga

(E ,M) = ((µK)>, µK).

1. SM(R) este o subcategorie reflectivă (vezi 6.1.10).

2. Dacă M̃ ⊂ K, atunci SM(R) este o subcategorie reflectivă.

3. Dacă K = Σ şi S ⊂ R, atunci SM(R) = C2V .

128



4. Dacă K = Σ, atunci pentru orice R ∈ R SM(R)-replica oricărui obiect este o secţiune.

În particular, ori SM(R) = C2V , ori SM(R) nu este subcategorie refectivă.

5. QM(R) este o subcategorie P ′′(R)-reflectivă.

6.5. Subcategorii semireflexive

6.5.1. Teoremă. Fie l : C2V → L un functor reflector.

1. Clasa Rs(εL) posedă cel mai mic element, pe care ı̂l vom nota R(lE).

2. Clasa Rf (εL) posedă cel mai mic element egal cu Π.

3. Clasa Rs
f (εL) posedă cel mai mic element, pe care ı̂l vom nota R(lEE ).

↓ 1. Fie

U = ∩
{
R | R ∈ Rs(εL)

}
.

U este o subcategorie reflectivă a categoriei C2V şi U ∈ Rs(εL). Deci R(lE) = U .
2. Deoarece subcategoria Π este ı̂nchisă ı̂n raport cu Epi-factorobiecte (vezi p.9.4.7) rezultă

că Π ∈ Rf (εL) pentru orice L ∈ R.
3.

R(lEE ) = ∩
{
R | R ∈ Rs

f (εL)
}
. ↑

6.5.2. Teoremă. Fie K ∈ K şi L ∈ R. Atunci clasele Rs(µK),Rf (µK),Rs
f (µK), Rs(εL),

Rf (εL) şi Rs
f (εL) sunt latici complete cu cel mai mic şi cel mai mare elemente.

↓ În primul rând menţionăm că elementul C2V aparţine tuturor acestor clase. Mai departe,

fie {Rα | α ∈ A} o subclasă a uneia din aceste clase T. Atunci subcategoria

∧
{
Rα | α ∈ A

}
≡ ∩

{
Rα | α ∈ A

}
aparţine aceleeaşi clase. De aici rezultă că clasele respective sunt latici complete ı̂n raport cu

operaţiile:

∧
{
Rα | α ∈ A

}
= ∩

{
Rα | α ∈ A

}
,

∨
{
Rα | α ∈ A

}
= ∩

{
L ∈ T | Rα ⊂ L, ∀α ∈ A

}
. ↑

6.5.3. Propoziţie. Fie K ∈ K şi M̃ ⊂ K. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. Π ∈ Rs(µK).

2. Π ⊂ K.
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↓ 1⇒ 2. Fie A ∈| Π |, şi kA : kA→ A K-coreplica lui A. Atunci kA ∈ µK. Deci kA ∈| Π | .
Deoarece kA ∈ Eu ∩Mu, rezultă că pe un spaţiu vectorial există două topologii local convexe

comparabile ce-l fac complet cu topologia slabă. Deci kA ∈ Iso.
2⇒ 1. Fie A ∈| Π |, iar b : X → A ∈ µK. Atunci b ∈ Iso. ↑
6.5.4. Fie

A = {K ∈ K | Π ⊂ K}.

În afară de subcategoria M̃ (vezi [R, R, 1964], cap. V) clasa A conţine subcategoria Ton

a spaţiilor tonelate, deoarece produsul de spaţii tonelate este un spaţiu tonelat ([R, R, 1964],

cap. V, Propoziţia 27). Dacă K ∈ K şi M̃ ⊂ K, atunci Π ⊂ K.
Notaţii.Fie

KΠ = ∩{K | K ∈ A}.

Figura 6.5.2

6.5.5. Exerciţii. 1. Pentru orice element K ∈ K Π este cel mai mic element al laticei

Rf (µK).

2. Fie K ∈ K. Π ∈ Rs
f (µK) atunci şi numai atunci, când Kπ ⊂ K.

3. Fie L ∈ R(Eu). Atunci Π ∈ Rs(εL).

4. Fie L ∈ R. Atunci Π ∈ Rf (εL).

5. Fie L ∈ R(Eu). Atunci Π ∈ Rs
f (εL).

6. R(S) ⊂ Rf (εΠ).
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7. Rs(εΠ) = Rs
f (εΠ) = {C2V} 6= Rf (εΠ).

6.5.6. Propoziţie. 1. Fie K ⊂ K şi M̃ ⊂ K. Atunci R(Mp) ⊂ Rs(µK). Adică pentru

Γ ∈ R(Mp), dacă (E, t) ∈ |Γ| şi (E, k(t)) este K-coreplica lui (E, t), atunci pentru orice

topologie local convexă u cu t ≤ u ≤ k(t), (E, t) ∈ |Γ|.
2. Fie (P , I) ∈ B cu clasa P Mu-ereditară. Atunci R(I) ⊂ Rs(P ∩Mu).

↓ 1. Fie Γ ∈ R(Mp), A ∈ |Γ|, b : X → A ∈ µK, iar gX : X → gX Γ-replica lui X. Atunci

b = f · gX

pentru un f. Deoarece b ∈Mu, şi gX ∈ Epi, rezultă că f ∈Mu. Astfel f, iar cu el şi gX aparţin

clasei µK. Deci gX ∈ µK ∩Mp ⊂ Eu ∩Mp = Iso.
2. Demonstraţia ca şi la p. 1. ↑
6.5.7. Remarcă. Faptul că Γ0 ⊂ Rs(εS) este bine ştiut (vezi [R, R, 1974], cap VI,

Propoziţia 3) şi se formulează astfel:

- un spaţiu local convex complet rămâne complet ı̂n orice topologie local convexă mai fină,

dar compatibilă cu aceeaşi dualitate.

Problemă. Fie K ∈ K. Este adevărată afirmaţia: Dacă R(Mp) ⊂ Rs(µK), atunci M̃ ⊂ K?

6.5.8. Propoziţie. Fie K ∈ K(Mu). Atunci:

1. K ∈ Kf (εΓ0). Adică subcategoria K este ı̂nchisă ı̂n raport cu extensiile: (Epi∩Mp)-factor

obiecte.

2. Dacă Γ ∈ R(Mp), atunci K ∩ Γ ∈ R(K).

↓ Fie A ∈ |K|, b : A→ X ∈ εΓ0, iar kX : kX → X. Atunci

b = kX · f (1)

pentru un morfism f. b ∈ Epi şi kX ∈Mu, deci f ∈ Epi. Astfel pătratul

kX · f = 1 · b (2)

este cocartezian. Atunci kX ∈Mp sau kX ∈ Eu ∩Mp = Iso.
2. Fie A ∈ |K| şi gA : A→ gA Γ-replica lui A şi kgA : kgA→ gA K-coreplica lui gA. Atunci

gA = kg
A · tA (3)

pentru un tA. Avem gA ∈ Epi şi kgA ∈ Mu. Deci tA ∈ Epi. Mai departe, tA ∈ Epi şi gA ∈ Mp.

Deci kgA ∈ Mp sau kgA ∈ Eu ∩Mp = Iso. Definitiv, gA ∈ |K|. Se verifică uşor că gA este

(K ∩ Γ)-replica lui A. ↑
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6.5.9. Corolar ([Sch, 1966], cap. IV, Propoziţia 3.5). Dacă E este un spaţiu cu topologie

Mackey, atunci completarea lui este de asemenea spaţiu cu topologie Mackey.

6.5.10. Teoremă. Fie T ∈ R(Eu),R ∈ Rs
f (T ), (K,L) ⊂ Pc şi T ⊂ L. Atunci (K ∩ T ,L ∩

T ) ∈ Pc(T ). ↑
6.5.11. Exemple. 1. Subcategoria Π. Avem εΠ = Epi ∩Mu.

2. Subcategoria Γ0. Avem εΓ0 = Epi ∩Mp. Deci R(Eu) ⊂ Rs(εΓ0).

Definitiv: Rs(εΠ) = Rs
f (εΠ) = {C2V} 6= Rf (εΠ) (vezi 12.1).

Fie A un spaţiu cu topologia slabă necomplet, şi gA0 : A → g0A Γ0-replica lui. Atunci

g0A ∈| Π | şi gA0 ∈ εΓ0. Deci Π 6∈ Rs(εΓ0) şi Π 6∈ Rs
f (εΓ0), dar Π ∈ Rf (εΓ0). Deoarece

există subcategorii Eu-reflective ce nu sunt ı̂nchise ı̂n raport cu extensiile (vezi Exemplul 6.7.10)

deducem, că Rs(εΓ0) 6= Rs
f (εΓ0).

Definitv: Clasele Rs(εΓ0),Rf (εΓ0) şi Rs
f (εΓ0) sunt două câte două definite.

3. Subcategoria S. Avem εS = Eu ∩Mu. Deci R(Mp) ⊂ Rs(εS). În acelaşi timp spaţiile

Banach infinit dimensional nu sunt complete ı̂n topologia slabă. Deci Γ0 6= Rf (εS) şi Γ0 6=
Rs
f (εS).

Mai departe, S ∈ Rf (εS), dar S 6= Rs(εS) şi S 6= Rs
f (εS).

Definitiv: Clasele Rs(εS),Rf (εS) şi Rs
f (εS) sunt diferite.

4. Subcategoria Σ. µΣ = Eu ∩Mono. Atunci Rs(µΣ) = {C2V}, şi Rf (µΣ) = {C2V ,Π}.
6.5.12. Probleme. 1. Sunt adevărate oare următoarele afirmaţii:

a) Fie Π ∈ Rs(L). Atunci L ∈ R(Eu).
b) Fie Γ ∈ R(εMp) şi Γ 6= C2V . Atunci Π 6∈ Rs(εΓ).

c) Fie Γ 6∈ R(Eu). Atunci Π 6∈ Rs(εΓ).

2. De găsit cel mai mic element al unor latici de forma Rs(µK), când KΠ 6= K şi K 6= C2V .
3. De descris subcategoria KΠ.

6.6. Laticea Lρ(R)

6.6.1. Notaţii. Fie R a subcategorie reflectivă nenulă a categoriei C2V . Pentru un obiect

arbitrar X ∈| C2V | notăm rX : X → rX R-replica, πX : X → πX Π-replica acestui obiect,

unde Π este subcategria spaţiilor complete cu topologia slabă. Deoarece Π ⊂ R avem

πX = vX · rX (1)

pentru un vX : rX → πX.

Notăm

U(R) = {rX | X ∈| C2V |}, V(R) = {vX | X ∈| C2V |}.
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Notaţii duale. Fie K o subcategorie coreflectivă nenulă. Pentru X ∈| C2V | notăm

kX : kX → X K-coreplica, σX : σX → X Σ-coreplica obiectului X, unde Σ este subcategoria

spaţiilor local convexe cu cea mai fină topologie local convexă. Deoarece Σ ⊂ K

σX = kX · vX1 (2)

pentru un vX1 : σX → kX.

Figura 6.6.1 Figura 6.6.2

Notăm

Uc(K) = {kX | X ∈| C2V |}, Vc(K) = {vX1 | X ∈| C2V |}.

6.6.3. Lemă. 1. Pentru orice R ∈ R avem U(R) ⊥ V(R)

1∗. Pentru orice K ∈ K avem Vc(K) ⊥ Uc(K).

↓ 1. Fie X, Y ∈| C2V | şi

vY · f = g · rX (1)

Atunci

f = h · rX (2)

pentru un morfism h. Aceasta şi demonstrează că rX ⊥ vY . ↑
6.6.4. Notaţii. Pentru R ∈ R fie

P ′′(R) = (V(R))q, I ′′(R) = P ′′(R))x. I ′(R) = (U(R))x,P ′(R) = I ′′(R))q.

d∗. Pentru K ∈ K fie

E ′′(K) = (Uc(K))q,M′′(K) = (E ′′(K))x, M′(K) = (Vc(K))x, E ′
(K) = (M′(K))q.

6.6.5. Din Lema 6.5.3 rezultă

Lemă. 1. U(R) ⊂ P ′(R) ⊂ P ′′(R).
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2. V(R) ⊂ I ′(R) ⊂ I ′′(R).

1∗. Vc(K) ⊂ E ′(K) ⊂ E ′′(K).

2∗. Uc(K) ⊂M′′(K) ⊂M′(K). ↑
6.6.6. Notaţii. Pentru R ∈ R fie

Lρ(R) = {(P , I) ∈ B | P ′(R) ⊂ P ⊂ P ′′(R)}.

d∗. Pentru K ∈ K fie

Lx(K) = {(P , I) ∈ B | E ′(K) ⊂ P ⊂ E ′′(K)}.

6.6.7. Lemă. 1. Fie R ∈ R şi (P , I) ∈ Lρ(R). Atunci pentru orice obiect X ∈| C2(V) |
egalitatea

πX = vX · rX .

este (P , I)-factorizarea morfismului πX .

10. Fie K ∈ K şi (P , I) ∈ Lx(K). Atunci pentru orice obiect X ∈| C2V | egalitatea

σX = kX · vX1

este (P , I)-factorizarea morfismului σX .

↓ 1. Afirmaţia este adevărată deoarece ea este adevărată pentru stucturile de factorizare

(P ′′(R), I ′′(R)) şi (P ′(R), I ′(R)). ↑
6.6.8. Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V , iar

σX = iX1 · pX1 , (1)

πX = iX2 · pX2 , (2)

(P , I)-factorizarea Σ-coreplicii σX şi Π-replicii πX a unui obiect arbitrar X ∈| C2V | .

σX
pX1−→ kX

iX1−→ X
pX2−→ rX

iX2−→ πX

Notăm

K = QP(Σ),R = SI(Π).

Atunci iX1 : kX → Y esteK-coreplica obiectuluiX, şi pX2 : X → rX esteR-replica obiectului

X. Astfel K ∈ K şi R ∈ R.
Cu notaţiile de mai sus avem
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Lemă. 1. (P , I) ∈ Lx(QP(Σ)).

2. (P , I) ∈ Lρ(SI(Π)). ↑
6.6.9. Teoremă. 1. Pentru orice element R ∈ R clasa Lρ(R) este o latice completă cu cel

mai mic element (P ′
(R), I ′(R)) şi cel mai mare element (P ′′(R), I ′′(R)).

1∗. Pentru orice element K ∈ K clasa Lx(K) este o latice completă cu cel mai mic element

(E ′(K),M′(K)) şi cel mai mare element (E ′′(K),M′′(K)).

2. Laticele {Lρ(R) | R ∈ R} divizează laticea B ı̂n clase disjuncte.

2∗. Laticele {Lx(K | K ∈ K} divizează laticea B ı̂n clase disjuncte. ↑
6.6.10. Teoremă. Fie R o subcategorie reflectivă a categoriei C2V . Atunci:

1. P ′′(R) = (εR) ◦ Ep.
2. Morfismul f : X → Y aparţine clasei I ′′(R) atunci şi numai atunci, când f este un

mono universal (f ∈Mu) şi patratul

r(f) · rX = rY · f

este cartezian.

↓ 1. Clasa Ep a epimorfismelor exacte este (εR)-ereditară, deoarece εR ⊂ Mu. Astfel

(εR◦Ep), (εR)⊥∩Mu) este o structură de factorizare (Teorema 2.7.3.). Teorema 6.4.6. descrie

clasa (εR)⊥ ∩Mu. A rămas de demonstrat că P ′′(R) = (εR) ◦ Ep.
(εR)◦Ep ⊂ P ′′(R). Deoarece P ′′(R) = (V(R))q, trebuie de demonstrat că (εR)◦Ep ⊥ V(R).

Avem V(R) ⊂Mu, deci Ep ⊥ V(R). Să arătăm că εR ⊥ V(R). Fie b : A→ B ∈ εR şi

vX · u = v · b (1)

un pătrat comutativ. Dacă rB : B → rB este R-replica obiectului B, atunci rB · b : A → rB

este R-replica obiectului A. Deci

u = w · rB · b (2)

pentru un morfism w : rB → rX. Egalitatea scrisă şi arată că b ⊥ vX .

A

pX

B

rX

rB

v

v

X

u
w

r B

Figura 6.6.4
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P ′′(R) ⊂ εR ◦ Ep. Fie f : X → Y ∈ P ′′(R) şi

f = i · p (3)

(Ep,Mu)-factorizarea morfismului f, rZ : Z → rZ R-replica, iar vZ : rZ → πZ Π-replica

obiectelor respective. Deoarece πZ este un obiect Mu-injectiv, iar i ∈ Mu, morfismul vZ · rZ

se extinde prin morfismul i :

vZ · rX = g · i (4)

pentru un morfism g. Avem f ∈ P ′′(R), deci, şi i ∈ P ′′(R), adică i ⊥ vZ . Există un morfism

h : Y → rZ astfel ı̂ncât

rZ = h · i, (5)

g = vZ · h. (6)

Din egalitatea (5) rezultă că i ∈ εR. ↑

Figura 6.6.5

6.6.10*. Teoremă. Fie K o subcategorie coreflectivă nenulă a categoriei C2V . Atunci:

1. M′(K) =Mp ◦ (µK).

2. Morfismul f : X → Y aparţine clasei E ′(K) atunci şi numai atunci când f este un epi

universal (f ∈ Eu) şi pătratul

f · kX = kY · k(f)

este cocartezian. ↑
6.6.11. Teoremă. Fie R ∈ R, şi (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V .

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. Subcategoria R este P-reflectivă.
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2. P ′(R) ⊂ P .
↓ 1 =⇒ 2 Dacă R este o subcategrie P-reflectivă, atunci U(R) ⊂ P , şi P ′(R) = (U(R))xq ⊂

Pxq = P .
2 =⇒ 1. Evident. ↑

Figura 6.6.6

6.6.12. Notaţii. Pentru L ∈ R fie Bεp(L) clasa structurilor de factorizare (P , I) cu

proprietăţile:

- I ⊂Mu(R);

- clasa P este Mu(R)-ereditară.

Clasa Bεp(C2V) vom mai nota-o şi Bεp.
6.6.13. Teoremă. Aplicaţiile (P , I) 7→ ϕ′′(P , I) = SI(Π) pentru (P , I) ∈ Bεp, R 7→

ψ′′(R) = (P ′′(R), I ′′(R)), pentru R ∈ R sunt reciproc inverse şi stabilesc un antiizomorfism al

laticelor R şi Bεp.
↓ Fie că (P , I) ∈ B Ep ⊂ P şi clasa P esteMu-ereditară. Examinăm subcategoria reflectivă

R = SI(Π)

şi o să demonstrăm că P = P ′′(R). R-replica unui obiect arbitrar X al categoriei C2V o putem

obţine atât prin (P , I)-factorizarea morfismului πX : X → πX :

πX = iX · pX , (1)
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cât şi prin (P ′′(R), I ′′(R))-factorizarea aceluiaşi morfism πX :

πX = iX1 · pX1 . (2)

Există un izomorfism t astfel ı̂ncât

pX1 = t · pX , (3)

iX = iX1 · t. (4)

X Xp

·

·

Xp 1

Xp

t

Xi

X
i1

X
p

Figura 6.6.7

Deci U(R) ⊂ P şi V(R) ⊂ I, sau P ′(R) ⊂ P ⊂ P ′′(R).

Să demonstrăm, că P ′′(R) ⊂ P . Fie b : Z → Y ∈ P ′′(R), şi

b = m · e (5)

(Ep,Mu)-factorizarea acestui morfism. Atunci e ∈ Ep ⊂ P . Rămâne de demonstrat, că m ∈ P .
Deoarece m ∈ εR, atunci

rX = rY ·m. (6)

XZ Y rYrX =

m

b

e Y
r

X
r

Figura 6.6.8

Astfel rX ∈ P , rY ∈Mu şi clasa P este Mu-ereditară. Deci m ∈ P .
Clasele Lρ(R) nu se intersectează ı̂n clasa B. Aşadar aplicaţia indicată este biunivocă. Mai

departe, dacă R1 ⊂ R2, atunci εR2 ⊂ εR1 şi P ′′(R2) ⊂ P ′′(R1). ↑
6.6.14. Teoremă.Fie (P , I) ∈ Lρ(R). Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. (P , I) = (P ′′(R), I ′′(R)).
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2. Clasa P este (εR)-ereditară.

↓ 1 =⇒ 2. Clasa P ′′(R) este Mu-ereditară, şi εR ⊂Mu.

2 =⇒ 1. Fie b · f ∈ P şi b ∈Mu. Deoarece P ⊂ P ′′(R) morfismul b · f se poate prezenta

b · f = e · p (1)

cu e ∈ εR şi p ∈ Ep.
Deoarece p ⊥ b există un morfism g astfel ı̂ncât

f = g · p, (2)

e = b · g. (3)

Clasa Epi este Mu-ereditară. Deci f ∈ Epi. Din egalitatea (2), rezultă că g ∈ Epi, iar ı̂n

egalitatea (3) toate componentele aparţin clasei εR. În baza ipotezei 2 deducem că f ∈ P . Am

demonstrat că clasa P este Mu-ereditară. Deci P = P ′′(R). ↑
6.6.15. Exemple. 1. Subcategoria reflectivă S a spaţiilor cu topologie slabă.

εS = Eu ∩Mu, (εS) ◦ Ep = Eu, (P ′′(S), I ′′(S)) = (Eu,Mf ).

2.Subcategoria reflectivă Π a spaţiilor complete cu topologie clasă.

εΠ = Epi ∩Mu, (εΠ) ◦ Ep = Epi, (P ′′(Π), I ′′(Π)) = (Epi,Mf ).

3. Subcategoria coreflectivă M̃ a spaţiilor cu topologie Mackey.

µM̃ = Eu ∩Mu, I ′(M̃) =Mp ◦ (µM̃) =Mu, (E ′(M̃),M′(M̃)) = (Ep,Mu).

Astfel Ep = Mq
u este clasa tuturor morfismelor f : X → Y ce aparţin clasei Eu şi pentru

care pătratul

f ·mX = mY ·m(f)

este cocartezian (vezi 2.4.8).

Să exprimăm acest moment utilizând topologiile pe spaţiile respective. Fie f : (E, u) →
(F, v) ∈ C2V , şi mF : (F,m(v))→ (F, v) M̃-coreplica obiectului (F, v).

Morfismul f aparţine clasei Ep atunci şi numai atunci când f este o aplicaţie surjectivă

(f ∈ Eu) şi v este cea mai fină topologie local convexă pentru care aplicaţiile f şi mF sunt

continui.
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4. Subcategoria reflectivă Γ0 a spaţiilor complete.

εΓ0 = Epi ∩Mp,P ′′(Γ0) = Ep ◦ (Epi ∩Mp).

5. Fie B ∈ Bic (vezi 2.7.8), şi R ∈ R. Atunci (Bx,B) este o structură de factorizare de

stânga şi clasa P ′′(R) este B-ereditară. Astfel (P ′′(R) ∩ Bq, I ′′(R) ◦ B) este o structură de

factorizare (vezi Teorema 2.7.3*).

6.6.16. Notaţii. Construcţia prezentată ı̂n acest paragraf poate fi aplicată ı̂ntr-o categorie

arbitrară C. Fie L şi R două subcategorii epireflective ale categoriei C şi L ⊂ R. Pentru orice

obiect X ∈| C | avem următoarea diagramă comutativă.

lX = vX · rX . (1)

pentru un morfism vX . Notăm ca şi mai sus

U(R) = {rX | X ∈| C |},V(R) = {vX | X ∈| C |}.

Examinam perechile

(P ′′d (R), I ′′d (R)), (P ′d(R), I ′d(R)), (∗)

unde

P ′′d (R) = (V(R))q, I ′′d (R) = (P ′′d (R))⊥,

I ′d(R) = (U(R))⊥,P ′d(R) = (I ′d(R))q.

Dacă C este o categorie colocal mică cu limite proiective, atunci perechile (*) sunt structuri

de factorizare de dreapta.

6.6.17. Teoremă. εR ⊂ P ′′d (R). ↑
6.6.18. Exemple. Fie (E ,M) o structură de factorizare de stânga, R ∈ R, iar L =

SM(R).

1. L este o subcategorie slab reflectivă.

2. Fie rX : X → rX R-replica lui X,

rX = mX · lX

(E ,M)-factorizarea lui rX . Atunci lX : X → lX este slab L-replica lui X.

3. l · l = l.

4. Dacă S ⊂ R, atunci L este o subcategorie reflectivă.

5. Dacă M⊂Mu, atunci L este o subcategorie reflectivă.
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6. Fie (E ,M) = ((µΣ)>, µΣ).

a) Dacă S ⊂ R, atunci L = C2V .
b) Dacă S 6= R, atunci L este o subcategorie slab reflectivă; eX este o secţiune; pentru

f : X → A cu A ∈| L | morfismul f · t ı̂l extinde pe f prin eX , unde t este un invers de stânga

pentru eX ; unicitatea extinderii lipseşte, ı̂n genere, deoarece inversul de stânga t nu este unic.

A

X

l X

rX
X

e X
m

f

t

tf ×

X
r

Figura 6.6.9

6.6.19. Exerciţii.Fie R1,R2 ∈ R. Atunci:

1. P ′′(R1) ∩ P ′′(R2) = Ep ⇔ R1 ∨R2 = C2V .
2. I ′′(R1) ∩ I ′′(R2) =Mf ⇔ R1 ∧R2 = Π.

6.6.20. Exerciţii. 1. (Epi,Mf ) = (P ′′(Π), I ′′(Π)) = (E ′′(C2V),M′′(C2V)).

2. (Eu,Mp) = (P ′′(S), I ′′(S) = (E ′(C2V),M′(C2V)).

3. (E ′p,M′
u) ∈ Lx(M̃) ∩ Lρ(Π).

4. (Ep,Mu) = (P ′′(C2V), I ′′(C2V)) = (E ′(M̃),M′(M̃)).

5. (Ef ,Mono) = (E ′(Σ),M′(Σ)) = (P ′(C2V), I ′(C2V)).

6. R ∈ R(Mp)⇔ P ′′(R) ⊂ (εΓ0) ◦ Ep.
7. R ∈ R(Eu)⇔ P ′′(R) ⊂ Eu.
6.6.21. Exerciţii. 1. Fie R ∈ R(Mp). Atunci K(P ′′(R)) = K(Ep).
2. Fie R ∈ R, şi

V1 = V1(R) = {b : X → Y ∈ Epi ∩Mu | X ∈| R |},

V2 = V2(R) = {b : X → Y ∈Mu | X ∈| R |}.

Atunci (P ′′(R), I ′′(R)) = (Vq
1 ,Vqx

1 ) = (Vq
2 ,Vqx

2 ).

3. Fie R ∈ R. Atunci (Ep(R),Mu(R)) = (P ′′(R) ∩R, I ′′(R) ∩R).
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4. Deoarece Π ⊂ M̃, rezultă că U(Π) ⊥Mf ◦ B pentru B ∈ Bic.
Astfel (Bq,Mf ◦ B) ∈ Lρ(Π) pentru orice B ∈ Bic.
5. Lρ(Π) conţine o clasă proprie de elemente.

În particular, dacă K ∈ K şi K ⊂ M̃, atunciMp◦(µK) ⊃Mu, şi (E ′(K),M′(K)) ⊂ Lρ(Π).

6. M′′(KΠ) ⊂ I ′(Π) şi M′′(M̃) ⊂ I ′′(Π).

6.6.22. Exerciţii. Fie R ∈ R. Notăm BR = {(P , I) ∈ B | P ′(R) ⊂ P}. Definim

următoarele aplicaţii: ψ, ϕs şi ϕm, unde ψ(P , I) = (P ∩ R, I ∩ R) pentru (P , I) ∈ BR,
ϕs(E ,M) = (Mq,Mqx) = (E0,M0) pentru (E ,M) ∈ B(R) şi ψm(E ,M) = (Exq, Ex) =

(E0,M0). Atunci:

1. ψ · ϕi = 1 şi ψ · ϕs = 1.

2. E0 ⊂ E0 şi M0 ⊂M0.

3. Fie (P1, I1) ∈ B. Atunci

(P1 ∩R, I1 ∩R) = (E ,M)⇔ E0 ⊂ P1 ⊂ E0.

6.6.23. Probleme. 1. Fie R1,R2 ∈ R. În ce condiţii laticele Lρ(R1) şi Lρ(R2) sunt

izomorfe?

2. Fie R ∈ R cu functorul reflector r : C2V → R exact la stânga. Prin ce se caractezirează

structura de factorizare (P ′′(R), I ′′(R))?

3. Aceeaşi problemă pentru cazul când R este c-reflectivă, adică S ⊂ R şi r : C2V → R este

exact la st̂ınga.

4. De descris structurile de factorizare (P ′(R), I ′(R)).

5. De construit două subcategorii reflective L şi R astfel că L să nu fie E-reflectivă cu

(E ,M) ∈ Lρ(R).

6.7. Unele proprietăţi ale functorilor reflectori şi coreflectori

6.7.1. În acest paragraf şi pe viitor o să aducem exemple de subcategorii reflective şi

coreflective ı̂n categoria C2V enumerând totodată şi unele proprietăţi ale lor:

- proprietatea functorului reflector de a fi monofunctor;

- exactitatea la stânga sau la dreapta a functorului reflector;

- exactitatea la stânga a functorului reflector sau la dreapta a functorului coreflector;

- proprietatea unei subcategorii reflective (respectiv: coreflective) de a fi o subcategorie

c-reflectivă (respectiv: c-coreflectivă);

- proprietatea unei subcategorii reflective de a fi ı̂nchisă ı̂n raport cu extensiile: (Epi∩Mp)-

factorobiecte;
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- proprietatea subcategoriei de a avea un obiect universal;

- proprietatea subcategoriei de a conserva clasa de proiecţii sau cea de injecţii a unei structuri

de factorizare.

6.7.2. Exemple. Fie R ⊂ R, şi r : C2V → R functorul reflector.

1. Fie R ∈ R(Eu). Atunci r(Mono) ⊂Mono.

2. Fie m : X → Y ∈ C2V . Atunci r(m) ∈Mu ⇔ m ∈Mu.

3. Fie R ∈ R(Mp). Atunci r(m) ∈Mp ⇔ m ∈Mp.

4. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) r este un monofunctor: r(Mono) ⊂Mono.

b) clasa Mono este (εR)-coereditară.

5. Fie R ∈ R(Eu) şi g0(R) ⊂ R, unde g0 : C2V → Γ0 este functorul reflector. Atunci R este

ı̂nchisă ı̂n raport cu (Epi ∩Mp)-factorobiecte.

6. Fie L ∈ R şi R ⊂ L. Dacă r este un monofunctor, atunci şi l : C2V → L este la fel.

7. r(J ′′(R)) ⊂ J ′′(R).

8. r(Mu) ⊂ J ′′(R).

9. Fie R ∈ R şi S ⊂ R. Atunci:

- r(Mf ) ⊂M
′
u =Mf ◦ (Eu ∩Mu).

- r(M′
u) ⊂M

′
u.

10. Fie K ⊂ K şi M̃ ⊂ K. Atunci k(M′
u) ⊂M

′
u.

6.7.3. Propoziţie. Fie R ∈ R, (E ,M) ⊂ B şi Ep ⊂ E ⊂ P ′′(R). Atunci r(M) ⊂M.

↓ Fie m : X → Y ∈M. În pătratul

r(m) · rX = rY ·m

avem r(m) ⊂Mu ∩R ⊂ J
′′
(R) ⊂M. ↑
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Figura 6.7.1

6.7.4. Pentru S şi Π avem

(P ′′(S),J ′′(S)) = (Eu,Mp), (P ′′(Π),J ′′(Π)) = (Epi,Mf ).

Corolar. 1. Pentru (E ,M) ∈ B şi Ep ⊂ E ⊂ Eu avem s(M) ⊂M.

2. Pentru (E ,M) ∈ B şi Ep ⊂ E avem π(M) ⊂M. ↑
6.7.5. Propoziţie. Fie Π subcategoria spaţiilor complete cu topologie slabă. Atunci func-

torul reflector π : C2V → Π nu este un monofunctor.

↓ Fie τ un cardinal, şi K corpul peste care se examinează spaţiile vectoriale din C2V . Mai

departe, fie X = Kτ , σX : σX → X Σ-coreplica lui X, iar πσX : σX → πσX Π-replica lui

σX. Atunci

σX = f · πσX (1)

pentru un f, unde f = π(σX). Avem f ∈ Eu şi σX ∈ Mono. Dacă π ar fi un monofunctor,

atunci f ∈ Eu ∩Mono. Astfel pe spaţiul vectorial Kτ există două topologii slabe comparabile.

Deci f ∈ Iso ([Gr, 1973], Ch. 4, p.6, Proposition 11). Astfel σX ∈ Mu - situaţie posibilă

pentru τ finit. ↑
6.7.6. Corolar. 1. Functorul reflector g0 : C2V → Γ0 nu este un monofunctor.

2. Fie R ∈ R şi R ⊂ Γ0. Atunci functorul reflector r : C2V → R nu este un monofunctor.

3. În laticea R(Γ0) nu există functori reflectori care să fie monofunctori.

↓ 1. Ţinem cont că

π = g0 · s.

2 şi 3. Evident ↑
6.7.7. Propoziţie. Fie Σ subcategoria spaţiilor cu cea mai fină topologie local convexă, iar

σ : C2V → Σ functorul coreflector. Atunci σ nu este un epifunctor.

↓ Fie X ∈ |C2V|, Y un subspaţiu dens propriu, iar b : Y → X incluziunea canonică. Atunci

b ∈ Epi, iar σ(b) 6= Epi (vezi [Gr, 1973], Ch.4, p.6, Proposition 8). ↑
6.7.8. Exemplu. Fie T = λ∗Σ(M̃), şi t : C2V → T functorul coreflector (vezi 7.2). Atunci:

1. t nu este un epifunctor.

2. Pentru K ∈ K şi K ⊂ T functorul coreflector k : C2V → K nu este un epifunctor. ↑
6.7.9. Notaţii. Fie Rex clasa subcategoriilor refective care sunt ı̂nchise ı̂n raport cu exten-

siile: (Epi ∩Mp)-factorobiecte;

Fie Rne clasa subcategoriilor reflective care nu sunt ı̂nchise ı̂n raport cu extensiile.

Clasa subcategoriilor ı̂nchise ı̂n raport cu extensiile Rex este Rf (εΓ0) : Rex = Rf (εΓ0).
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Fie Rex(Eu) clasa subcategoriilor Eu-reflective ı̂nchise ı̂n raport cu extensiile.

6.7.10. Examinăm spacţiul Hilbert l2I cu mulţimea de indici I (vezi [Pt, 1965], p.1.1.7). În

acest spaţiu evidenţiem subspaţiul EI format din elementele (xi)i∈I , unde xi 6= 0 doar pentru

un număr finit de coordonate. Stabilim pe subspaţiul EI topologia indusă din spaţiul l2I . Fie

R subcategoria plină a categoriei C2V , formată din subspaţiile de forma Eτ
I pentru un cardinal

arbitrar τ : R = SMpP (EI). Deci R este o subcategorie Eu-reflectivă şi S ⊂ R.
Deoarece ı̂nsăşi elementele spaţiului l2I au nu mai mult decât un număr numerabil de co-

ordonate nenule ([Pt, 1972], Propoziţia 1.1.5), rezulă că subspaţiul EI este dens ı̂n spaţiul l2I .

Deci Γ0-replica spaţiului EI este spaţiul l2I : g0(EI) = l2I . Dacă l2I ar aparţine subcategoriei

R, atunci l2I s-ar realiza ca un subspaţiu al spaţiului Eτ
I pentru un cardinal τ. Deoarece l2I ca

obiect dual mic (Teorema 3.3.3.), putem spune că l2I ar fi un subspaţiu al spaţiului En
I pentru

un număr natural n. Contradicţia obţinută ne demonstrează următorul rezultat.

Teoremă. Subcategoria R = SMpP (EI) are următoarele proprietăţi:

1. S ⊂ R.
2. Subcategoria R nu este ı̂nchisă ı̂n raport cu extensiile.

3. În laticea R(Eu) există o clasă proprie de elemente din Rne, care nu sunt ı̂nchise ı̂n raport

cu extensiile. ↑
6.7.11. Exemplu. Rf (εΓ0) ∩ R(Mp) = {Γ0}.
6.7.12. Exerciţii. 1. Fie L ∈ R(Eu). Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) L ∈ Rex;

b) g0(L) ⊂ L.
2. Fie R1,R2 ∈ Rex. Atunci R1 ∩R2 ∈ Rex.

3. Examinăm condiţiile:

a) R ∈ Rf (εΓ);

b) g(R) ⊂ R.
Atunci a ⇒b.

Dacă (P , I) ∈ B,R ∈ R(P),Γ ∈ R(I), atunci b ⇒ a.

6.7.13. Problemă. Fie R1,R2 ∈ Rex. În ce condiţii R1 ∨R2 ∈ Rex.

6.7.14. Ca şi obiectele injective obiectele universale trebuie definite ı̂n raport cu o clasă de

morfisme.

Definiţie. Fie A o subcategorie a categoriei C, iarM o clasă de morfisme. Obiectul B ∈ |C|
se numeşte obiect M-universal pentru subcategoria A, dacă A = SMP (B).

6.7.15. Exemple. 1. C2V = SMuP (K) = SMu(Π), adică corpul K peste care se exame-

nează spaţiile vectoriale este un obiect Mu-universal pentru categoria C2V . Pentru orice obiect
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X ∈| C2V | Π-replica lui πX : X → πX ∈Mu, iar πX = Kτ .

2. Fie R o subcategorie reflectivă a categoriei C2V , iar (E ,M) ∈ Lρ(R). Atunci K este un

obiect M-universal pentru subcategoria R.
3. În topologia generală şi ı̂n categoria C2V cel mai des se examinează obiecteMp-universale

şi Mf -universale.

Astfel corpul numerelor reale R este obiect Mf -universal pentru subcategoria spaţiilor He-

witt:

Q = SMf
P (R) = SMp(Π).

4. Subcategoria spaţiilor Tihonov T h poate fi scrisă

T h = SMpP ([0, 1]) = SMpP ((0; 1)) = SMpP (R).

5. Subcategoria spaţiilor compacte

Comp2 = SMf
P ([0, 1]).

6. Subcategoria spaţiilor zero dimensionale

Z = SMpP (D),

unde D este spaţiul compact format din două puncte.

7. Subcategoria spaţiilor zero dimensionale şi compacte

Zc = SMf
P (D).

6.7.16. Examinăm clasa R(Eu) de subcategorii Eu-reflective a categoriei C2V . Pentru ele-

mentele acestei clase a fost abordată problema existenţei obiectelor Mp-universale.

1. S subcategoria spaţiilor cu topologie slabă. Corpul K este obiect Mp-universal.

2. uN subcategoria spaţiilor ultranucleare. Spaţiul l2 cu topologia nucleară este un

obiect Mp-universal uN = SMpP (nl2) (vezi [Br, 1968]).

Fie A un spaţiu ce conţine ca subspaţiu spaţiul `2 cu topologia nucleară. Atunci uN -replica

obiectului A este un obiect Mp-universal pentru subcategoria uN . În particular, uN -replica

oricărui spaţiu Banach infinit-dimensional este un obiectMp-universal pentru subcategoria uN
([D, M, S, 1972], Teorema 3.1 şi Teorema 8.3.7).

3. N subcategoria spaţiilor nucleare. Spaţiul Fréchet al şirurilor rapid descrescătoare

este un obiect Mp-universal [K, K, 1966].
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4. Sh subcategoria spaţiilor Schwartz [Rn, 1973], Spaţiul Banach c0 ı̂nzestrat cu topolo-

gia k0 este un obiect Mp-universal pentru subcategoria Sh. (c0, k0) este Sh-replica obiectului

c0 : (c0, k0) = Shc0, unde Sh : C2V → Sh este functorul reflector.

Sh = SMpP (shc0).

Topologia k0 pe spaţiul vectorial c0 este determinată de seminormele:

qλ(µ) = sup | λn || µn |,

unde λ, µ ∈ c0.

[A.Todd]. Fie A un spaţiu Banach infinit dimensional şi separabil. Atunci Sh ⊂ SMpP (A).

Astfel dacă A este un astfel de spaţiu, atunci

Sh = SMpP (ShA).

Sh-replica spaţiilor c0(m), `∞(m), C1(m) sau C([0, 1]) este un obiect Mp-universal pentru

subcategoria Sh (vezi [Rn, 1973], Teorema 2.4).

6.7.17. Fie L şi R două subcategorii reflective ale categoriei C2V cu functorii reflectori

l : C2V → L şi r : C2V → R. Vom considera că pentru orice obiect X ∈ |C2V| obiectele lrX şi

rlX sunt izomorfe şi vom scrie lrX = rlX. Fie lX : X → lX, rX : X → rX, lrX : rX → lrX şi

rlX : lX → rlX L- şi R-replicile obiectelor respective. Există atunci morfismele l(rX) : lX →
lrX şi r(lX) : rX → rlX astfel ı̂ncât

X

rX lrX=rlX

lX

r r

l

l

X lX

rX

X

X

X

r

l

l(   )

r(   )

Figura 6.7.2.

l(rX) · lX = lrX · rX , (1)

r(lX) · rX = rlX · lX . (2)

Propoziţie. Fie că pentru orice obiect X ∈ |C2V| obiectele lrX şi rlX sunt izomorfe.

Atunci:
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1. a) lrX = r(lX),

b) rlX = l(rX),

c) lrX · rX = rlX · lX .
2. Functorii l şi r comută: l · r = r · l.
↓ 1. a) Vom considera X ca subspaţiu vectorial al spaţiilor lX şi rX, care la rândul lor

le vom considera subspaţii vectoriale ale spaţiului lrX, iar morfismele lX , rX , lrX şi rlX ca

aplicaţii identice ale unor submulţimi ı̂n mulţimi mai mari. Mai departe, mulţimea X este

densă ı̂n spaţiile lX, rX şi lrX. Atunci din egalitatea (1) rezultă că morfismul l(rX) coincide

cu aplicaţia identică a submulţimii lX ı̂n mulţimea lrX : l(rX) = rlX .

b) Se demonstrează ı̂n acelaşi mod.

c) Rezultă din a) şi b).

2. Să demonstrăm că functorii l · r şi r · l coincid pe morfisme. Fie f : X → Y ∈ C2V .
Scriem egalităţile (1) şi (2) pentru obiectul Y :

l(rY ) · lY = lrY · lY , (3)

r(lY ) · rY = rlY · lY , (4)

cât şi egalităţile

lrX = r(lX) (5)

rlX = l(rX) (6)

lrX · rX = rlX · lX (7)

lrY = r(lY ) (8)

rlY = l(rY ) (9)

lrY · rY = rlY · lY (10)
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Figura 6.7.3.

Avem

lr(f) · rlX · lX = (din(7)) = lr(f) · lrX · rX = lrY · r(f) · rX =

= (din(9)) = r(lY ) · r(f) · rX = r(lY ) · rY · f = (din(10)) = rlY · lY · f =

= rlY · l(f) · lX = rl(f) · rlX · lX ,

i.e.

lr(f) · rlX · lX = rl(f) · rlX · lX . (11)

Deoarece rlX · lX este un epi, deducem că

lr(f) = rl(f). ↑ (12)

6.7.18. Fie k : C2V → K şi t : C2V → T doi functori coreflectori cu proprietatea: pentru

orice obiect X ∈ |C2V| obiectele ktX şi tkX sunt izomorfe şi vom scrie ktX = tkX. Mai departe,

fie kX : kX → X, tX : tX → X, ktX : ktX → tX, tkX : tkX → kX K- şi T -coreplicile obiectelor

respective. Atunci

ktX=tkX

tX X

kX

k k

t

t

tX X

X

kX

X

X

k

t

t(   )

k(   )

Figura 6.7.4

149



tX · t(kX) = kX · ttX , (1)

kX · k(tX) = tX · ktX . (2)

Propoziţie. Fie că pentru orice obiect X ∈ |C2V| obiectele ktX şi tkX sunt izomorfe:

ktX = tkX. Atunci:

1. a) ktX = t(kX);

b) tkX = k(tX);

c) kX · tkX = tX · ktX .
2. Functorii k şi t comută: k · t = t · k. ↑
6.7.19. Fie k : C2V → K şi r : C2V → R un functor coreflector şi unul reflector şi

pentru orice obiect X ∈ |C2V| obiectele krX şi rkX sunt izomorfe: krX = rkX. Notăm

kX : kX → X, rX : X → rX, krX : krX → rX şi rkX : kX → rkX K-coreplicile şi R-replicile

obiectelor respective. Atunci:

krX=rkX

rXX

kX

kk

r

r

rXX

X

kX

X

X

k

r

r(   )

k(   )

Figura 6.7.5

rX · kX = krX · k(rX), (1)

rX · kX = r(kX) · rkX . (2)

Propoziţie. Fie că pentru orice obiect X ∈ |C2V| obiectele krX şi rkX sunt izomorfe:

krX = rkX. Atunci:

1. a) rkX = k(rX);

b) krX = r(kX);

c) kX · kX = krX · rkX .
2. Functorii k şi r comută: k · r = r · k. ↑
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Capitolul 7. Divizarea laticei R de o structură de
factorizare

7.1. Clasa subcategoriilor P-reflective R(P)

În acest capitol vom considera că C este o categorie local şi colocal mică completă la stânga.

7.1.1. Notaţii. Fie R0 o subcategorie a categoriei C,R laticea tuturor subcategoriilor

reflective ı̂n C, şi R0 = {R ∈ R | R0 ⊂ R}. Atunci orice structură de factorizare de dreapta

(P , I) divizează clasa R0 ı̂n următoarele trei subclase:

- clasa R(P) a sbcategoriilor P-reflective;

- clasa R(I) a subcategoriilor I-reflective;

- clasa R(P , I) = (R0 \ (R(P) ∪ R(I))) ∪ {C}, subcategorii ce nu-s nici P-reflective, nici

I-reflective, la care se adaugă categoria C pentru a fi deseori o sublatice completă. Fiecare două

din aceste clase au exact un element comun - subcategoria C.
d∗ : Fie K0 ∈ K(C), şi (P , I) ∈ B(C).
- K0 = {K ∈ K | K0 ⊂ K};
- K(P) = {K ∈ K0 | K este P-coreflectivă};
- K(I) = {K ∈ K0 | K este I-coreflectivă};
- K(P , I) = (K0 \ (K(P ∪ K(I))) ∪ {C}.

Figura 7.1.1
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7.1.2. Exemple. 1. Fie (P , I) o structură de factorizare cu clasa P Mono-ereditară,

iar R0 o subcategorie P-reflectivă. Atunci R(P) = R0, şi R(I) = R(P , I) = {C}.
2. Fie R0 o subcategorie I-reflectivă. Atunci R(P) = R(P , I) = {C}, şi R(I) = R0.

7.1.3. Propoziţie. 1. Clasa R(P) posedă cel mai mic element S̄ = SI(R0).

2. Fie că εS̄ ⊂ P . În particular, dacă clasa P este Mu-ereditară. Atunci

R(P) = {R ∈ R0 | S̄ ⊂ R}. ↑

7.1.4. Propoziţie. Fie C o categorie cu limite proiective P-colocal mică şi εS̄ ⊂ P . Atunci

R(P) este o latice completă cu cel mai mic element S̄ şi cel mai mare C. ↑
7.1.5. Propoziţie. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C.

Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru R ∈ R0 :

1. R = S̄.
2. P ′d(R) ⊂ P ⊂ P ′′d (R). ↑
7.1.6. Propoziţie. Fie că V(R) ⊂Mono, şi (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria

C (referitor la V(R) vezi p.6.6.1 ı̂nlocuind Π cu R0). Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. S̄ = R.
2. P ′(R) ⊂ P ⊂ P ′′(R). ↑
7.1.7.Remarca. 1. Deoarece ı̂n categorii abeliene există o singură structură de factorizare

şi orice bimorfism este un izomorfism pentru a avea o divizare netrivială a laticei R0 trebuie să

apelăm la structurile de factorizare de dreapta.

2. În categoria C2V dacă R0 6= 0, ı̂n particular, dacă R0 = Π (Π este cel mai mic element

nenul ı̂n R), atunci V(R) ⊂Mono. În acest caz putem fixa o structură de factorizare (P , I).

3. Pentru categoria C2V când R0 = Π condiţia εS̄ ⊂ P se ı̂ndeplineşte de fiecare dată când

clasa P este Mu-ereditară.

7.1.8. Să examinăm divizarea laticelor R şi K de unele structuri de factorizare.

1. Struturile de factorizare (Bx,Mf ◦ B), B ⊃ Bic (vezi 7.2.4). R(Bx) ⊃ R(εΓ0) = R(Mp),

deoarece εΓ0 ⊂ Bx.

R(Mf ◦ B) = R(B) = {R ∈ R | L ⊂ R}, unde L = SB⊥(Π) = λ(B) (vezi 7.3.1).

K(Mf ◦ B) = K(B) = {T ∈ K | K ⊂ T }, unde K = QB⊥(Σ) = λ∗(B) (vezi p.7.3.1).

2. Structurile de factorizare (Eu ∩ B⊥,Mp ◦ B),B ∈ Bic.
R(Mp ◦ B) = {R ∈ R | L ∩ Γ ⊂ R}, unde L = SB⊥(Π) = λ(B).

R(Bx) ⊂ R(Eu).
K(Mp ◦ B) = K(Mf ◦ B).

3. Structura de factorizare (Eu,Mp).
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R(Mp) = {R ∈ R | Γ0 ⊂ R}. K(Mp) = K(Eu,Mp) = {C2V}.
R(Eu) = {R ∈ R | S ⊂ R}. K(Eu) = K.

Figura 7.1.2

7.1.9. Exemple.

Fie R ∈ R(S). Atunci

1. K(I ′′(R)) = {C2V}.
2. K(P ′′(R)) = K.
3. K(P ′′(R), I ′′(R)) = {C2V}.
7.1.10. Exemple. 1.Structura de factorizare (Epi,Mf ).

K(Epi) = K, K(Mf ) = R(Epi,Mf ) = {C2V},

R(Epi) = R, R(Mf ) = R(Epi,Mf ) = {C2V}.

2. Structura de factorizare (Ef ,Mono).

K(Ef ) = K(Ef ,Mono) = {C2V}, K(Mono) = K.

R(Ef ) = R(Ef ,Mono) = {C2V}, R(Mono) = R.

7.1.11. Exemple. Fie R ∈ R(Mp). Atunci:

1. K(I ′′(R)) = K(Mu) = {K ∈ K | M̃ ⊂ K}.
2. K(P ′′(R)) = K(Ep).
7.1.12. Problemă. Clasa K(Ep) conţine şi alte elemente ı̂n afară de elementul C2V?
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7.2. Clasa subcategoriilor I-reflective R(I)

7.2.1.Exerciţiu. Fie R1,R2 ∈ R0,R1 ⊂ R2 şi R1 ∈ R(I). Atunci R2 ∈ R(I).

7.2.2. Teoremă. Fie (P , I) o structură de factorizare cu clasa I completă la dreapta.

Atunci ı̂n clasa R(I) există cel mai mic element Γ̄0, iar obiectele subcategoriei Γ̄0 sunt obiecte

(Epi ∩ I)-injective.

↓ Fie (E ,M) = (Epi ∩ I, (Epi ∩ I)⊥), iar Γ̄0 = SM(R0). Se verifică că Γ̄0 este cel mai mic

element ı̂n R(I). ↑
7.2.3. Corolar. În categoria C2V există o clasă proprie de structuri de factorizare (P , I)

astfel ı̂ncât:

1. Clasa R(P) posedă cel mai mic element S̄.
2. Clasa R(I) posedă cel mai mic element Γ̄0. ↓
7.2.4. Fie B ∈ Bic, iar L = SB(S).

Teoremă. 1. L este cel mai mic element ı̂n clasa R(Mp ◦ B).

2. R(Mp) ⊂ R(Bq).

3. L ∩ Γ0 este cel mai mic element ı̂n clasa R(Mp ◦ B).

↓ 1. Evident.

2. Este suficient de demonstrat că εΓ0 ⊥ Eu.
3. Rezultă din faptul că L ∩ Γ0 = g0(L), deoarece L ∈ Rc. ↑

7.3. Clasa subcategoriilor reflective R(P , I)

7.3.1. Notaţii. Operaţiile λ(A) şi λR(A). Fie A o clasă de epimorfisme. Notăm cu

λ(A) subcategorie plină a tuturor obiectelor Z cu proprietatea:

Pentru orice p : X → Y ∈ A orice morfism f : X → Z se extinde prin p:

f = g · p

pentru un g.

Dacă L este o clasă de obiecte sau o subcategorie şi R ∈ R, atunci λR(L) = λ(A), unde

A = {rX |X ∈ |L|}.
Operaţiile λ∗(A) şi λ∗K(A) se definesc dual, unde A ⊂ Mono, sau A este o subcategorie şi

K ∈ K.
Fie (P , I) ∈ B, şi R ∈ R0. Atunci:

B = B(R) = SI(R) cu functorul reflector b : C → B.
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Ḡ(R) este clasa tuturor T ∈ R cu functorul reflector t : C → T ce verifică egalitatea r = t·b.
G(R) = Ḡ(R) ∩ R(I).

E posibil ca clasa G(R) să fie şi vidă. Mai departe, fie A′′(R) = λR(B) (vezi 10.3).

Vom presupune că A′′(R) este o subcategorie reflectivă cu functorul reflector a′′ : C → A′′(R)

(vezi 10.3).

Dacă clasa G(R) nu este vidă, atunci A′(R) = ∩{T | T ∈ G(R)} cu functorul reflector

a′ : C → A′(R).

7.3.2. Propoziţie. 1. Ḡ(R) = {T ∈ R0 | R ⊂ T ⊂ A′′(R)}.
2. B ∧ L = R pentru orice L ∈ Ḡ(R).

↓ 1. Fie că T ∈ Ḡ(R), şi A ∈| T | . Atunci pentru orice obiect X ∈| C |, iX : bX → rX este

T -replica obiectului bX. Astfel orice morfism din obiectul bX ı̂n obiectul A se extinde prin iX .

Deci T ⊂ A′′.
Demonstrăm incluziunea R ⊂ T . Pentru orice obiect X al subcategoriei R morfismele

rX , bX şi iX sunt iso. Deci R ⊂ T . Reciproc, deoarece R şi A′′-replicile obiectului X ale

subcategoriei B este iX , rezultă că iX este şi T -replica acestui obiect pentru orice T ce verifică

relaţia R ⊂ T ⊂ A′′.
2. Rezultă din egalitatea a′′ · l = r. ↑
7.3.3. Fie clasa I completă la dreapta. Atunci R(I) posedă cel mai mic element Γ̄0.

Teoremă. În condiţiile indicate:

1. Γ̄0 ⊂ A′′(R). În particular A′′(R) ∈ G(R).

2. G(R) = {T ∈ R(I) | A′(R) ⊂ L ⊂ A′′(R)}.
3. Pentru orice subcategorii T ∈ R(P) şi M ∈ R(I) functorii respectivi verifică egalitatea

r = m · l atunci şi numai atunci, când T ∈ B(R) şi M∈ G(R).

↓ 1. În virtutea faptului că obiectele subcategoriei Γ̄0 sunt (Epi ∩ I)-injective.

2. Evident.

3. Deoarece a′ · b = a′′ · b = r, rezultă că g · b = r pentru orice functor reflector g : C → Γ,

dacă Γ ∈ G(R).

Reciproc. Fie r = m · t. Să examinăm următoarea diagramă comutativă,
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unde tX este T -replica lui X, şi mXM-replica lui tX. Deoarece bX , tX ∈ P , iX ,mX ∈ I, rezultă

că avem două (P , I)-factorizări ale morfismului rX . Există deci un izo t astfel ı̂ncât

tX = t · bX (1)

iX = mX · t. (2)

Astfel L = B, şi M∈ G(R). ↑
7.3.4. În categoria C2V examinăm structura de factorizare (Eu,Mp) şi subcategoria reflec-

tivă Π a spaţiilor complete cu topologie slabă.

Atunci B = B(Π) = SMp(Π) = S subcategoria spaţiilor cu topologie slabă,

λΠ(B) = λΠ(S) = A′′(Π), Γ0 = A′(Π).

Deci

G(Π) = {Γ ∈ R | Γ0 ⊂ Γ ⊂ A′′}.

Teoremă. 1. Subcategoria A′′(Π) conţine toate spaţiile normate.

2. Laticea G(Π) conţine o clasă proprie de elemente.

↓ 1. Fie X un spaţiu cu topologie slabă, şi gX0 : X → g0X Γ0-replica lui. Atunci gX0 este şi

Π-replica acestui obiect. Deci g0X este izomorf unui obiect de tipul Kτ , unde K este corpul

peste care se definesc spaţiile vectoriale: K = R sau K = C. Fie f : X → Y → Ŷ , unde Y este

spaţiu normat, iar Ŷ este completarea lui: Ŷ = g0Y. Atunci

gY0 · f = h · gX0 (1)

pentru un morfism h.Deoarece g0Y este un spaţiu Banach, spaţiul hgX0 (X) este finit dimensional

(Teorema 3.3.3). Astfel subspaţiul f(X) ı̂n Y este finit dimensional, deci este un spaţiu complet

şi

f = h1 · gX0 (2)
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deoarece h ia valori ı̂n Y.

2. Fie X şi Y două spaţii normate necomplete şi dimensiunile lor algebrice verifică ine-

galităţile:

χ0 ≤ dimX < dimY.

Mai departe, fie Γ1 (respectiv: Γ2) cea mai mică subcategorie reflectivă ce conţine spaţiul

X (respectiv: Y ) şi subcategoria Γ0. Atunci subcategoria Γ1 nu se conţine ı̂n subcategoria Γ2. ↑
7.3.5. În categoria C2V examinăm cazul R0 = Π şi (P , I) = (Eu,Mp).

Exerciţiu. Structura de factorizare (Eu,Mp) ı̂mparte clasa R ı̂n trei subclase proprii:

R(Eu),R(Mp) şi R(Eu,Mp).

Figura 7.3.3
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7.4. Cazul structurii de factorizare (P ′′(L), I ′′(L))

7.4.1. Orice subcategorie reflectivă L a categoriei C2V defineşte ı̂n mod unic structura de

factorizare (P ′′(L), I ′′(L)), cu clasa de proiecţii Mu-ereditară. L este cel mai mic element ı̂n

clasa R(P(L)) şi R(P(L)) = {R ∈ R | L ⊂ R}.
Vom examina, ca exemplu, divizarea laticei R de structurile de factorizare (Eu,Mp) şi

(P ′′, I ′′) = (P ′′(L), I ′′(L)), când L ∈ R.

Cazul Cazul Cazul

Figura 7.4.1

7.4.2. Fie două elemente arbitrare B ∈ R(P ′′) şi Γ ∈ R(I ′′). Notăm R = B ∩ Γ.

Propoziţie. 1. B ∩ Γ ∈ R(I ′′) atunci şi numai atunci, când B = C2V .
2. B ∩ Γ ∈ R(P ′′) atunci şi numai atunci, când Γ = C2V .
3. Dacă B 6= C2V şi Γ 6= C2V , atunci B ∩ Γ ∈ R(P , I).

↓ 1. Fie X un obiect arbitrat al categoriei C2V , bX : X → bX B-replica, şi rX : X → rX R-

replica acestui obiect. Deoarece R ⊂ B, rezultă că

rX = fX · bX (1)

pentru un morfism fX . Fie că R este I ′′-reflectivă. Atunci rX ∈ I ′′, iar din egalitatea (1)

deducem că şi bX ∈ I ′′. Dar bX ∈ P ′′. Astfel bX ∈ P ′′ ∩ I ′′ = Iso. Deci B = C2V .
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Reciproc. C2V ∩ Γ = Γ. Astfel R este I ′′-reflectivă.

2. Fie X un obiect arbitrar al categoriei C2V , gX : X → gX Γ-replica, şi rX : X → rX R-

replica acestui obiect. Atunci

rX = iX · gX (2)

pentru un morfism iX .

Fie că R este o subcategorie P ′′-reflectivă. Atunci rX ∈ P ′′ ∩Mu. Deoarece gX ∈ Epi, iar

clasaMu este Epi-coereditară, din egalitatea (2) deducem că iX ∈Mu. Astfel rX ∈ P ′′ şi clasa

P ′′ este Mu-ereditară (Teorema 6.6.14). Deci gX ∈ P ′′, sau gX ∈ P ′′ ∩ I ′′ = Iso.
Reciproc. Evident. ↑
7.4.3. În genere, nu orice element al laticei R(P , I) poate fi obţinut ca intersecţia a două

elemente - unul din clasa R(P), şi altul din clasa R(I). Într-adevăr, fie R ∈ R(P , I). Atunci

R = B(R) ∩ A′′(R), unde r = a′′ · b este (P , I)-factorizarea functorului reflector r conform

structurii de factorizare (P , I). Dar ı̂n acest caz doar B(R) ∈ R(P), iar A′′(R) aparţine clasei

R(I), dacă (Epi ∩ I, (Epi ∩ I)⊥) este o structură de factorizare de dreapta.

7.4.4. Examinăm structura de factorizare (Eu,Mp) şi divizarea laticei R conform acestei

structuri R : R(Eu),R(Mp),R(Eu,Mp).

Teoremă. Fie L un element al laticei R(Eu,Mp). Atunci:

1. L = B(L) ∩ A′′(L).

2. Functorul reflector l : C2V → L poate fi obţinut ı̂n doi paşi l = a′′ · b sau ı̂n trei paşi

l = b · a′ · b.
3. Pentru orice două subcategorii reflective proprii B ∈ R(Eu) şi Γ ∈ R(Mp),B ∩ Γ ∈

R(Eu,Mp). ↑
7.4.5. Exerciţii. 1. Fie R ∈ R(P ′′) şi R ∈ Rs(εL). Atunci R = C2V .
2. R(I ′′(L)) ⊂ Rs(εL).

3. Clasa Rs(εL) conţine toate elementele clasei R(I(L)) şi unele elemente ale clasei

R(P ′′(L), I ′′(L)).
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7.5. Factorizarea functorului reflector şi a functorului liber

7.5.1. Vom examina factorizarea functorului liber l : U2 → C2V şi l : T h→ C2V (vezi 4.3 şi

4.4).

Spaţiul X (̂ın ambele cazuri) este un subspaţiu ı̂nchis ı̂n spaţiul lX. Astfel spus, morfismul

lX : X → lX este un mono strict, adică aparţine claseiMf a categoriei U2 sau T h. Fie C = U2

sau C = T h.
Propoziţie.Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria U2 sau T h. Atunci pentru

orice obiect X ∈| C | (P , I)-factorizarea morfismului lX este trivială lX = lX · 1. ↑
7.5.2. Fie R o subcategorie reflectivă nenulă a categoriei C2V cu functorul reflector r :

C2V → R. Este bine ştiut că:

a) r · l : U2 → R este functorul liber;

b) r · l : T h→ R este functorul liber.

Fie acum R o subcategorie reflectivă nenulă a categoriei C2V , iar (P , I) o structură de

factorizare ı̂n categoria C. Pentru un obiect arbitrar X ∈| C | examinăm următoarele morfisme:

lX : X → lX - obiectul liber;

rlX : lX → rlX −R-replica obiectului lX; rlX este obiectul R-liber al obiectului X;

X → r̃X → rlX − (P , I)-factorizarea morfismului rlX · lX .

r̃X

X

?
-

-

rlX

rlXeX

lX

mX

lX

?

Figura 7.5.1

Astfel avem

rlX · lX = mX · eX . (1)

Notăm cu R̃ subcategoria plină a tuturor I-subobiectelor obiectelor subcategoriei R. Men-

ţionăm că suntem ı̂n categoria C şi aceste subobiecte nu sunt obligatoriu spaţii vectoriale.
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Teoremă. Corespondenţa X 7→ (r̃X, eX) defineşte subcategoria R̃ ca o subcategorie reflec-

tivă a categoriei C, iar morfismul mX : r̃X → rlX realizează obiectul rlX ca obiect liber al

obiectului r̃X ı̂n categoria R. ↑
7.5.3. Exemple. Fie C = T h, şi R = Π. Atunci R̃ = Q subcategoria spaţiilor Hewitt.

2. Fie C = U2, şi R = Γ0. Atunci R̃ este subcategoria spaţiilor uniforme Hausdorff complete.

7.5.4. Probleme. 1. Fie L o subcategorie a categoriei C, pentru care există functorul

liber l : C → L,R o subcategorie reflectivă a categoriei L, şi (P , I) o structură de factorizare a

categoriei C.
În ce condiţii

SM(R) ∩ L = R?

2. Fie C = U2, L = C2V şi (E ,M) = (Epi,Mf ) ı̂n categoria U2.

Să se examineze subcategoriile epireflective

SM(R),R ∈ R(Mp)).

3. Să se exameneze subcategoriile epireflective

SM(R),R ∈ R(Eu)); L ⊂ S, S ⊂ L, L = Γ0.
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Capitolul 8. Latici de structuri de factorizare

8.1. Structura de factorizare (P(A), I(A))

8.1.1. Notaţii. Fie (P , I) o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C2V , A o

clasă de morfisme, şi

P(A) = {e ∈ EpiC2V | ∃a ∈ A astfel ı̂ncât ∃a · e şi a · e ∈ P}, I(A) = (P(A))x.

8.1.2. Teoremă. Fie (P , I) şi (A,A⊥) două structuri de factorizare de dreapta ı̂n categoria

C2V .
1. (P(A), I(A)) este o structură de factorizare de dreapta ı̂n categoria C2V .
2. Clasa P(A) este A-ereditară.

3. P(A) este cea mai mică clasă A-ereditară, care conţine clasa P .
4. Dacă (P , I) este o structură de factorizare ı̂n categoria C2V , atunci şi (P(A), I(A)) este

o strctură de factorizare.

↓ 1. O să verificăm că clasa P(A) este completă la dreapta (Definiţia 2.2.2) şi atunci

(P(A), I(A)) este o structură de factorizare (Teorema 2.5.4).

- IsoC2V ⊂ P(A). Evident.

- P(A) ◦ P(A) ⊂ P(A). Fie e1, e2 ∈ P(A), unde

X
e2 e1

Y Z- -

Există morfismele a1, a2 ∈ A, astfel ı̂ncât a1·e1, a2·e1 ∈ P . Construim pătratele cocarteziene:

pe morfismele e1 şi a2

e′1 · a2 = a′2 · e1, (1)

pe morfismele a′2 şi a1

a′1 · a′2 = a′′2 · a1 (2)

Atunci a′2, a
′
1, a
′′
2 ∈ A, şi

(a′1 · e′1) · a2 = a′′2 · (a1 · e1) (3)

este pătratul cocartezian construit pe morfismele a2 şi a1 · e1. Deoarece a1 · e1 ∈ P , rezultă că

a′1 · e′1 ∈ P . Dar şi a2 · e2 ∈ P . Deci a′1 · e′1 · a2 · e2 ∈ P şi

a′1 · e′1 · a2 · e2 = (a′′2 · a1) · (e1 · e2) (4)

cu a′′2 · a1 ∈ A şi e1 · e2 ∈ Epi. Astfel am demonstrat că e1 · e2 ∈ P(A).
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- Clasa P(A) este stabilă la dreapta.

Fie e : X → Y ∈ P(A), iar

f ′ · e = e′ · f (4)

un pătrat cocartezian. Există un morfism a ∈ A, astfel ı̂ncât a · e ∈ P . Fie

a′ · f ′ = f ′′ · a (5)

pătratul cocartezian construit pe morfismele f ′ şi a. Atunci a′ ∈ A, iar

(a′ · e′) · f = f ′′ · (a · e) (6)

este pătratul cocartezian construit pe morfismele a · e şi f. Deci a′ · e′ ∈ P , a′ ∈ A şi e′ ∈ Epi.
Astfel am demonstrat că e′ ∈ P(A).
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- Clasa P(A) este ı̂nchisă ı̂n raport cu intersecţia unei familii de factorobiecte:

dacă ei : X → Xi ∈ P(A) şi e = ∧ei, atunci e ∈ P(A).

Într-adevăr, fie ei : X → Xi ∈ P(A), ai : Xi → Zi ∈ A şi ai · ei ∈ P ,∀i ∈ Γ, iar q : X → L

şi q = ∨{qi | i ∈ Γ} cu morfismele canonice qi : Xi → L :
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q = qi · ai, ∀i ∈ Γ (7)

Pentru orice i ∈ Γ fie

a′i · qi = q′i · ai (8)

pătratul cocartezian construit pe morfismele qi şi ai. Atunci a′i ∈ A şi fie a : L → P a =

∨{a′i | i ∈ Γ} cu morfismele canonice pi : Li → P ce verifică egalităţile

a = pi · a′i, ∀i ∈ Γ. (9)

Atunci a ∈ A, a · q = ∨{ai · ei | i ∈ Γ} cu morfismele canonice pi · q′i : Zi → P ce verifică

egalităţile

a · q = (pi · q′i) · (ai · ei). (10)

Avem a · q ∈ P , a ∈ A şi q ∈ Epi. Deci q ∈ P(A).
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Figura 8.1.3

2. Fie e ∈ P(A) şi

e = a · f (11)

cu a ∈ A. Deoarece A ⊂Mu (Teorema 6.3.2) şi clasa Epi esteMu-ereditară, rezultă că f ∈ Epi.
Există un morfism a1 ∈ A astfel ı̂ncât a1 ·e ∈ P . Atunci (a1 ·a) ·f ∈ P şi f ∈ Epi, iar a1 ·a ∈ A.
Deci f ∈ P(A).

3. În primul rând, menţionăm că P ⊂ P(A) : orice morfism p ∈ P se poate scrie

p = 1 · p (12)

cu p ∈ Epi şi 1 ∈ A.
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Fie E o clasă A-ereditară ce conţine clasa P , şi e ∈ P(A). Atunci există un morfism a ∈ A
astfel ı̂ncât a · e ∈ P ⊂ E . Deoarece clasa E este A-ereditară, rezultă că e ∈ E .

4. Avem Ef ⊂ P ⊂ P(A). Deci (P(A), I(A)) este o structură de factorizare.

8.1.3. Teoremă. FieR ∈ R şi (P , I) ∈ Lρ(R). Atunci (P(εR), (P(εR))x) = (P ′′(R), I ′′(R)).

↓ În primul rând P ⊂ P ′′(R) şi (P ′′(R), I ′′(R)) este unica structură de factorizare cu clasa

de proiecţii P ′′(R) (εR)-ereditară (Teorema 6.6.12). ↑
8.1.4. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, (P , I) ∈ B,P ⊂ E ′(K), l(I) ⊂ I,H ⊂ Epi şi B = εL.

Dacă clasa I este H-coereditară. Atunci şi clasa I(B) este H-coereditară.

↓ Referitor la clasa E ′(K) = (Mp ◦ (µK))q vezi 6.6.10*. Cât priveşte condiţia l(I) ⊂ I vezi

9.1.10 p.9.

Fie i : X → Y ∈ I(B). Deoarece P ⊂ P(B), rezultă că I(B) ⊂ I. Dacă

i = m · h (1)

cu h ∈ H, atunci m ∈ I. Să demonstrăm că m ∈ I(B). O să verificăm că P(A) ⊥ m. Fie

e : A→ B ∈ P(B) şi

m · u = v · e. (2)

Atunci există un b : B → C ∈ B astfel ı̂ncât b · e ∈ P . Examinăm L-replicile obiectelor X şi Y

şi K-coreplicile obiectelor A şi B. Astfel

lY · v = w · b (3)

pentru un w şi

l(m) · lZ = lY ·m (4)

cu l(m) ∈ I. Mai departe, avem

w · (b · e) = l(m) · (lZ · u) (5)

cu b · e ∈ P şi l(m) ∈ I. Deci

lZ · u = t · b · e (6)

şi

w = l(m) · t (7)

pentru un t.

De asemenea

e · kA = kB · k(e), (8)
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şi b · kB este K-coreplica lui C. Deoarece kB ∈| K | şi lZ ∈ εL = µK, rezultă că

t · b · kB = lZ · f (9)

pentru un f. Avem

l(m) · lZ · u · kA = (din(5)) = w · b · e · kA = (din(7)) = l(m) · t · b · e · kA = (din(8) =

l(m) · t · b · kB · k(e) = (din(9)) = l(m) · lZ · f · k(e),

i.e.

l(m) · lZ · u · kA = l(m) · lZ · f · k(e), (10)

sau

u · kA = f · k(e). (11)

În afară de pătratul (8) avem şi pătratul

(b · e) · kA = (b · kB) · k(b · e) (12)

cu b · e ∈ P . Deci (12) este un pătrat cocartezian (Teorema 6.6.10*). Atunci din (11) rezultă că

u = g · b · e (13)

şi

f = g · b · kB (14)

pentru un g. Egalitatea (13) demonstrează că e ⊥ m. ↑
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8.1.5. Teoremă. Fie (K,L), (T ,R) ∈ Pc,R ⊂ L,B = εL şi (P , I) = (E ′(T ),M′(T )).

Atunci:

1. (P(B), I(B)) ∈ B şi clasa P(B) este B-ereditară.

2. Clasa I(B) este Epi-coereditară.

3. Clasa I este coereditară şi l(I) ⊂ I.
↓ 1 şi 2 rezultă din Teorema 8.4.1.

3. Verificăm că se ı̂ndeplineşte condiţiile teoremei precedente.

R ⊂ L ⇒ T ⊂ K ⇒ µK ⊂ µT ⇒M′(K) ⊂M′(T )⇒ E ′(T ) ⊂ E ′(K)⇒ P ⊂ E ′(K).

Mai departe, I =M′(T ) =Mp ◦ (µT ). Astfel clasa I este Epi-coereditară.

Să verificăm condiţia l(I) ⊂ I. În primul rând, l(Mp) ⊂ Mp ⊂ I. În al doilea rând, fie

b : X → Y ∈ µT = εR. L şi R-replicile obiectelor ne dau următoarea diagramă comutativă.

X

Y

lX lY

rX rY=

l

l
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r

r

lY

Y

X

Figura 8.1.5

Avem rlX · l(b) · lX ∈ εR şi lX ∈ Epi. Deci l(b) · rlX ∈ εR. Deoarece l(b) ∈ Epi, deducem, că

l(b) ∈ εR = µT ⊂ T . ↑

8.2. Structura de factorizare αK(E ,M)

8.2.1. Notaţii. Fie K ∈ K, (E ,M) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V , şi αK(E)

clasa tuturor morfismelor e : X → Y ∈ E pentru care

e · kX = kY · k(e) (1)

este un pătrat cocartezian (fig.8.2.1). Mai departe, fie αK(M) = (αK(E))⊥ şi αK(E ,M) =

(αK(E), αK(M)).

8.2.2. Notaţiile duale. Fie R ∈ R, (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V ,
şi βR(I) clasa tuturor morfismelor m : X → Y ∈ I pentru care

r(m) · rX = rY ·m (2)
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este un pătrat cartezian (fig. 8.2.2).

Mai departe, fie βR(P) = (βR(I))> şi βR(P , I) = ((βR(P), βR(I)).
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8.2.3 Lemă. Fie K ∈ K cu functorul coreflector k : C2V → K, şi (E ,M) o structură de

factorizare.

1. Dacă E ⊂ Eu, atunci k(E) ⊂ Eu.
2. Dacă M̃ ⊂ K, atunci k(E) ⊂ Epi.
↓ Fie p : X → Y şi examinăm pătratul comutativ

p · kX = kY · k(p).
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kYkX
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p

kY

?

Figura 8.2.3

1. Dacă p ∈ Eu, atunci p · kX ∈ Eu. Deci kY · k(p) ∈ Eu, iar kY ∈ Eu ∩Mono. Clasa Eu este

Mono-ereditară (Exerciţiul 2.6.4. p.2), deci k(p) ∈ Eu.
2. Dacă M̃ ⊂ K, atunci kY ∈ Mu. Deci kY · k(p) ∈ Epi şi clasa Epi este Mu-ereditară

(Teorema 2.6.2). Astfel k(p) ∈ Epi.
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8.2.4. Teorema. Fie K o subcategorie coreflectivă cu functorul coreflector k : C2V → K,
şi (E ,M) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V .

1. Dacă k(E) ⊂ Epi, atunci (αK(E), αK(M)) este o structură de factorizare ı̂n categoria

C2V .
2. µK ⊂ αK(M). În particular, K este o subcategorie αK(M)-coreflectivă.

3. Clasa E este ((µK)>, µK)-ereditară atunci şi numai atunci când αK(M) = M◦ (µK).

În această situaţie (αK(E), αK(M)) = ((µK)> ∩ E ,M◦ (µK)) şi perechea dată este o structură

de factorizare ı̂n categoria C2V .
↓ 1. Verificăm că perechea (αK(E), αK(M)) are clasa de proiecţii completă la dreapta.

- Condiţiile Iso ⊂ αK(E) şi αK(E) ◦ αK(E ⊂ αK(E) evident se ı̂ndeplinesc.

- Clasa αK(E) este stabilă la dreapta. Fie e : X → Y ∈ αK(E), iar

e′ · f = f ′ · e (1)

un pătrat cocartezian.
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Examinând K-coreplicile obiectelor respective obţinem următoarele egalităţi

e · kX = kY · k(e) (2)

pătrat ce este cocartezian, deoarece e ∈ αK(E),

f · kX = kZ · k(f), (3)
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f ′ · kY = kP · k(f ′), (4)

e′ · kZ = kP · k(e′). (5)

Din egalitatea (1) rezultă

k(f ′) · k(e) = k(e′) · k(f). (6)

Trebuie să demonstrăm că pătratul (5) este cocartezian. Fie

u · kZ = v · k(e′). (7)

Atunci

u · f · kX = (din(3)) = u · kZ · k(f) = (din(7)) = v · k(e′) · k(f) = (din(7)) = v · k(f ′) · k(e).

i.e.

(u · f) · kX = (v · k(f ′)) · k(e) (8)

şi deoarece (2) este un pătrat cocartezian, rezultă că

u · f = w · e, (9)

v · k(f ′) = w · kY (10)

pentru un morfism w : Y → T. Ţinând cont că (1) de asemenea este un pătrat cocartezian din

egalitatea (9), deducem că

u = h · e′, (11)

w = h · f ′ (12)

pentru un morfism h : P → T. Mai departe,

h · kP · k(e′) = (din(5)) = h · e′ · kZ = (din(11)) = u · kZ = (din(7)) = v · k(e′),

i.e.

h · kP · k(e′) = v · k(e′). (13)

În baza ipotezei k(E) ⊂ Epi, rezultă că k(e′) ∈ Epi, atunci

v = h · kP . (14)

Unicitatea morfismului h ce verifică egalitătile (11) şi (14) rezultă din faptul că e′ ∈ E .
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- Fie {ei : X → Xi | i ∈ Γ} o familie de elemente a clasei E , şi e = ∧{ei | i ∈ Γ}. Atunci

e ∈ E . Examinăm K-coreplicile obiectelor respective, obţinem următoarele egalităţi

ei · kX = kXi · k(ei), i ∈ Γ, (15)

qi · kXi = kY · k(qi), i ∈ Γ, (16)

Deoarece {qi, i ∈ Γ} sunt morfismele canonice, atunci

e = qi · ei,∀i ∈ Γ. (17)

Deci

k(e) = k(qi) · k(ei), ∀i ∈ Γ, (18)

e · kX = kY · k(e). (19)

Pentru orice i ∈ Γ pătratul (15) este cocartezian. Trebuie de demonstrat că şi pătratul (20)

este şi el cocartezian. Fie

u · kX = v · k(e) (20)

Avem

u · kX = (din(20)) = v · k(e) = (din(18)) = v · k(qi) · k(ei),

i.e.

u · kX = (v · k(qi)) · k(ei). (21)

Deoarece (15) este un pătrat cocartezian, rezultă că

u = wi · ei, (22)

v · k(qi) = wi · kXi , i ∈ Γ (23)

pentru un wi. Din egalităţile (22) rezultă că există un morfism h astfel ı̂ncât

wi = h · qi, i ∈ Γ (24)

u = h · e. (25)

Avem

h · kY · k(e) = (din(19)) = h · e · kX = (din(25)) = u · kX = (din(20)) = v · k(e)

i.e.

h · kY · k(e) = v · k(e). (26)
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Deoarece familia {ei | i ∈ Γ} aparţine clasei E , rezultă că e ∈ E . Deci k(e) ∈ Epi. Astfel din

egalitatea (26) rezultă

h · kY = v. (28)

Unicitatea morfismului h ce verifică egalităţile (25) şi (26) rezultă din faptul că e ∈ Epi.
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2. Fie b : X → Y ∈ µK şi o să demonstrăm că αK(E) ⊥ b. Într-adevăr, fie e : A → B ∈
αK(E) şi

b · u = v · e. (28)

Examinăm pătratul cocartezian

e · kA = kB · k(e). (29)

Dacă kX : kX → X este K-coreplica obiectului X, atunci b · kX : kX → Y este K-coreplica

obiectului Y. Există un morfism w : kB → kY astfel ı̂ncât

v · kB = b · kX · w. (30)
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Avem

b · kX · w · k(e) = (din(30)) = v · kB · k(e) = (din(29)) = v · e · kA = (din(28)) = b · u · kA,

i.e.

b · kX · w · k(e) = b · u · kA. (31)

Deoarece b ∈Mono, avem

kX · w · k(e) = u · kA. (32)

Pătratul (29) este cocartezian. Deci există un morfism h : B → X astfel ı̂ncât

u = h · e, (33)

kX · w = h · kB. (34)

Egalitatea (33) demonstrează că e ⊥ b.

3. Fie clasa E ((µK>, µK)-ereditară.

În baza Teoremei 2.7.3* ((µK)> ∩ E , µK ◦M) este o structură de factorizare ı̂n categoria

C2V . O să demonstrăm, că αK(E) = (µK)>∩E , de unde rezultă că (αK(E), αK(M)) = ((µK)>∩
E , (µK) ◦M).

αK(E) ⊂ (µK)> ∩ E . Fie e : X → Y ∈ αK(E). Atunci pătratul (1) este cocartezian şi

k(e) ∈ K.K ⊥ µK, deci k(e) ∈ (µK)>, sau e ∈ (µK)>. Astfel e ∈ (µK)> ∩ E .
(µK)> ∩ E ⊂ αK(K). Fie e : X → Y ∈ (µK)> ∩ E şi o să demostrăm că pătratul (1) este

cocartezian. Fie

b · kX = t · k(e) (35)

pătratul cocartezian construit pe morfismele kX şi k(e). Atunci

e = u · b, (36)

kY = u · t (37)

pentru un morfism u : P → Y. Avem kX ∈ Eu, deci t ∈ Eu, iar din egalitatea (37) rezultă că

t ∈Mono. Astfel t ∈ Eu ∩Mono. Clasa Eu ∩Mono este a-coereditară, deci u ∈Mono. Atunci

u ∈ µK. Mai departe, clasa (µK)> este coereditară (Teorema 2.4.3∗ p.8). Deci e ∈ (µK)> şi

din egalitatea (36) rezultă că u ∈ (µK)>. Astfel u ∈ (µK)> ∩ µK = Iso. Am demonstrat că

pătratul (1) este cocartezian, şi e ∈ αK(E).
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Fie αK(M) = M◦ (µK) şi o să demonstrăm că clasa E este ((µK)>, µK)-ereditară. Într-

adevăr fie m · b ∈ E , unde b ∈ (µK)>, şi m ∈ µK. Trebuie să demonstrăm că b ∈ E . Examinăm

(E ,M)-factorizarea

b = i · e. (38)

Atunci m ∈ µK ⊂M◦ (µK), i ∈M ⊂M◦ (µK). Deci m · i ∈M◦ (µK). Astfel morfismul m · i
poate fi scris

m · i = i1 ·m1 (39)

cu i1 ∈M şi m1 ∈ µK. Avem

i1 ·m1 · e = (din(40)) = m · i · e = (din(39)) = m · b ∈ E .

Deci i1 ∈ E ∩M = Iso, şi m · i = µK. Deoarece i ∈ Mono din relaţia m · i ∈ µK, rezultă

că i ∈ µK. b ∈ (µK)> şi din egalitatea (38), deoarece clasa (µK)> este coereditară, deducem că

i ∈ (µK)>. Definitiv i ∈ (µK)>∩µK = Iso, şi din egalitatea (38) deducem că b ∈ E . Egalitatea

αK(M) =M◦ (µK) rezultă din Teorema 2.7.3*. ↑
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8.2.4*. Teoremă. Fie R ∈ R şi (E ,M) ∈ B.
1. Dacă r(Mono) ⊂Mono, atunci (βR(E), βR(M)) ∈ B.
2. εR ⊂ αR(E). În particular, R este o subcategorie βR(R)-reflectivă.

3. ClasaM este (βR(E), βM(M))-coereditară atunci şi numai atunci, când βR(E) = (εR)◦
ε. În acest caz (βR(E), βR(M)) = ((εR) ◦ E , (εR)⊥ ∩M) şi perechea dată este o structură de

factorizare ı̂n categoria C2V .
8.2.5. Teoremă.Fie K ⊂ K(Mu), şi (E ,M) = (Eu,Mp).

1. αK(Eu) este clasa tuturor morfismelor b : X → Y ∈ Eu pentru care pătratul

b · kX = kY · k(b)

este cocartezian.

2. αK(Mp) =Mp ◦ µK.
↓ µK ⊂ Eu ∩Mu, şi clasa Eu este (Eu ∩Mu)-ereditară. ↑
8.2.6. Teoremă. Fie K ∈ K(Mu), şi (E ,M) = (Epi,Mf ).

1. αK(Epi) este clasa tuturor morfismelor b : X → Y pentru care pătratul

b · kX = kY · k(b)

este cocartezian.

2. αK(Mf ) =Mf ◦ (µK).

3. αK(Mf ) sunt acele morfisme din clasa αK(Mp) care au imagine ı̂nchisă.

↓ 1− 2. Deoarece clasa Epi este Mu-ereditară (Teorema 2.6.2).

3. Fie m : X → Y ∈ αK(Mp) şi m are imaginea ı̂nchisă. Atunci

m = i · b (1)

cu i ∈Mp şi b ∈ µK. Deoarece b este o aplicaţie bijectivă rezultă că i are imagine ı̂nchisă. Deci

i ∈Mf .

Reciproc. Fie i · b ∈ Mf · (µK), cu i ∈ Mf şi b ∈ µK. Deoarece b este o aplicaţie bijectivă,

şi i are imaginea ı̂nchisă, rezultă că şi i · b are imaginea ı̂nchisă.

8.2.7. Corolar (vezi [B, G, 1973]). αM̃(Eu,Mu) = (Ep,Mu) (vezi 2.4.9).

2. αM̃(Epi,Mf ) = (E ′p,M′
u), E ′p = (εΓ0)◦Ep,M′

u =Mf ◦ (µM̃) =Mf ◦ (Eu∩Mu) şi clasa

M′
u este clasa monomorfismelor universale cu imagine ı̂nchisă.

8.2.8. Teoremă. Fie K ∈ K, şi (E ,M) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V .
1. Fie E ⊂ E ′(K). Atunci αK(E ,M) = (E ,M).

2. Fie E ′(K) ⊂ E ⊂ Eu. Atunci αK(E ,M) = (E ′(K),M′(K)).
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↓ Conform definiţiei clasei E ′(K) morfismul e : X → Y aparţine clasei E ′(K) atunci şi numai

atunci, când e ∈ Eu şi pătratul

e · kX = kY · k(e)

este cocartezian. ↑

Figura 8.2.9

8.3. Supremul a două subcategorii reflective

8.3.1. Fie L,R ∈ R, X ∈| C2V |, iar lX : X → lX şi rX : X → rX L- şi R-replica lui X.

Există diverse morfisme f, g astfel ı̂ncât

f · lX = g · rX . (1)

- Dacă f ∈Mu, atunci şi g ∈Mu.

- Dacă f ∈ Epi, atunci şi g ∈ Epi.
- Dacă f ∈ Epi ∩Mu, atunci f · g ∈ Epi ∩Mu.

O să examinăm cazul când f · g ∈ Epi ∩Mu. Astfel de situaţie o avem când:

1. f = rlX şi g = r(lX).

2. g = lrX şi f = l(rX).

3. f · lX = g · rX este pătrat cocartezian construit pe morfismele lX şi rX .

4. f şi g sunt Π-replicile obiectelor respective.
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Fie că avem pătratul comutativ (1) şi pe morfismele f şi g construim pătratul cartezian

f · wX = g · vX . (2)

Atunci există un morfism uX : X → uX, astfel ı̂ncât

lX = wX · uX , (3)

rX = vX · uX . (4)

8.3.2. Exerciţii. Fie f · g ∈ Epi ∩Mu. Atunci

1. vX , wX , uX ∈ Epi ∩Mu.

2. wX este L-replica lui uX.

3. vX este R-replica lui uX.

4. lrX · vX = l(rX) · wX este un pătrat cartezian.

5. rlX · vX = rlX · wX este un pătrat cartezian.

6. πlX · wX = πrX · vX este un pătrat cartezian.

7. wX ∈ I ′′(R).

8. vX ∈ I ′′(L).

ruXrX =

luXlX =X

uX

lrX

rlX
·

Xp

X
l

rX
l

g

f

lX
r

rlXp

lrXp

X
r

X
u uXX

lw =

uXX
rv =

)()( XX
wrlr =

Figura 8.3.1

8.3.3. Notaţii. Fie U subcategoria plina a tuturor obiectelor izomorfe cu obiecte de forma

uX,X ∈| C2V | .
8.3.3. Teoremă.1. Subcategoria U este supremul subcategoriilor L şi R ı̂n laticea R, şi uX

este U-replica lui X.

2. U = SI′′(L)(R) = SP ′′(R)∩I′′(L)(R).

3. U = SI′′(R)(L) = SP ′′(L)∩I′′(R)(L).

4. lX = wX · uX este (P ′′(R), I ′′(R))-factorizarea lui lX .
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5. rX = vX · uX este (P ′′(L), I ′′(L))-factorizarea lui rX . ↑
8.3.5. Notaţii. Fie L,R ∈ R, şi

A = A(L,R) = {rX | X ∈| L |},B(L,R) = {(P , I) ∈ B | εL ⊂ P ,A ⊂ I}.

8.3.6. Lemă. Fie L,R ∈ R. Atunci εL ⊥ A(L,R). ↑
8.3.7. Lemă. Fie L,R ∈ R. Atunci

1. ((εL)xq, (εL)x) ∈ B(L,R).

2. (Aq,Aqx) ∈ B(L,R).

3. (P ′′(L), I ′′(L)) ∈ B(L,R).

4. (P ′′(R), I ′′(R)) ∈ B(R,L). ↑
8.3.8. Propoziţie. Fie L,R ∈ R, (P , I) ∈ B, εL ⊂ P , iar A(L,P) ⊂ I. Atunci

1. L ∨R = SI(R).

2. rX = vX · uX este (P , I)-factorizarea lui rX .

3. lX = wX · uX este (P ′′(R), I ′′(R))-factorizarea lui lX . ↑
8.3.9. Corolar. Pentru a obţine U-replica unui obiect arbitrar X al categoriei C2V ,

trebuie să efectuăm (P ′′(L), I ′′(L))-factorizarea R-replicii acestui obiect, sau (P ′′(R), I ′′(R))-

factorizarea L-replicii lui.

8.3.10. Exerciţii. 1. Fie U = L ∨R, iar L ⊂ T ⊂ U . Atunci T = L ∨ (T ∩ R).

2. Fie L,R ∈ R, U = L ∨ R, iar lX : X → lX, rX : X → rX şi uX : X → uX replicile

respective ale unui obiect arbitrar X ∈| C2V | .
- Fie că există un morfism f : rX → lX astfel ı̂ncât lX = f · rX . Atunci rX ∼ uX .

- Fie că există un morfism g : lX → rX astfel ı̂ncât rX = g · lX . Atunci lX ∼ uX .

3. Fie U = L ∨R. Atunci εU = (εL) ∩ (εR).

8.4. Elemente complementare ı̂n laticea R

8.4.1. Fie L,R ∈ R şi (P ′′, I ′′) = (P ′′(L), I ′′(L)). Mai departe, fie B = SI′′(R),

A′′ = λR(B), şi Ḡ(R) = {T ∈ R | R ⊂ T ⊂ A′′} (vezi 7.3).

Lemă. Fie Γ ∈ Ḡ(R). Atunci:

1. L ∩R = L ∩ Γ.

2. B ∩ Γ = R. ↑
8.4.2. Lemă. Fie elementele L şi R incomparabile ı̂n laticea R şi Γ ∈ Ḡ(R). Atunci şi

elementele L şi Γ sunt incomparabile. ↑
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8.4.3. Lemă. Fie L ∈ R, şi Γ ∈ R(I ′′(L)). Atunci L ∨ Γ = C2V . ↑
8.4.4. Fixăm ı̂n categoria C2V structura de factorizare (Eu,Mp). Factorizând functorul

reflector π : C2V → Π după această structură de factorizare, obţinem:

B = B(Π) = S categoria spaţiilor cu topologie slabă,

Γ′′(Π) conţine toate spaţiile normate, astfel Γ0 ⊂ Γ′′(Π) (Teorema 7.3.4),

Ḡ(Γ) = {L ∈ R | Π ⊂ L ⊂ Γ′′(Π)},
G(Γ) = {L ∈ R | Γ0 ⊂ L ⊂ Γ′′(Π)},
Γ(Π) conţine o clasă proprie de elemente (Teorema 7.3.4).

Teoremă. Fie Γ1 şi Γ2 două elemente comparabile dar diferite (Γ1 < Γ2) din laticea G(Π).

Atunci elementele Π,S,Γ1,Γ2, C2V formează o sublatice pentagon ı̂n laticea R.
↓ În baza Lemei 8.4.3 avem S ∨ Γ1 = S ∨ Γ2 = C2V .
În baza Lemei 8.4.1 avem S ∧ Γ1 = S ∧ Γ2 = Π. ↑

Figura 8.4.1

8.4.5. Corolar. Laticea R nu este modulară: elementele Π,S,Γ1,Γ2, C2V formează o

sublatice pentagon (vezi [Gre, 1978]). ↑
8.4.6. Corolar. Orice element al laticei G(Π) este un element complementar pentru

elementul S. Astfel elementul S are o clasă proprie de elemente complementare. ↑
Deoarece laticele R şi Bεp sunt antiizomorfe (Teorema 6.6.14), obţinem

8.4.7. Teoremă. Laticea de structuri de factorizare Bεp nu este modulară.

8.4.8. Remarcă. Autorul nu cunoaşte alte exemple de elememte complementare ı̂n laticea

R decât (S,Γ0) şi (C2V ,Π).

8.4.9. Probleme. 1. Laticea K pentru categoria C2V este nemodulară?

2. Fie că structura de factorizare (P , I) ı̂mparte clasa R ı̂n trei subclase netriviale. Când

aceste latici sunt nemodulare?

3. Fie că structura de factorizare (P , I) ı̂mparte clasa K ı̂n trei subclase netriviale. Când

aceste clase sunt nemodulare?

4. Clasa Rs
f (εS) este nemodulară?
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8.5. Elemente complementare ı̂n laticea B

8.5.1. Examinăm ı̂n categoria C2V laticea B a structurilor de factorizare. În 2.5 au fost

examinate operaţiile ∨ şi ∧ ı̂n această latice. În orice categorie C dacă (Epi,Mf ) şi (Ef ,Mono)

sunt structuri de factorizare, atunci (Ef ,Mono) este cel mai mic element, iar (Epi,Mf ) cel mai

mare element ı̂n clasa structurilor de factorizare. Deci ele sunt reciproce complementare.

8.5.2. Fie B o clasă de morfisme bicompletată ı̂n categoria C2V , (E ,M) o structură de

factorizare cu clasa de injecţii M, (B,B⊥)-coereditară, (P , I) o structură de factorizare cu

clasa de proiecţii P (B>,B)-ereditară. În baza Teoremei 2.7.3 şi a dualei sale, perechile

(E1,M1) = (B ◦ E ,B⊥ ∩M), (P1, I1) = (P ∩ B>, I ◦ B)

sunt structuri de factorizare ı̂n categoria C2V .
Teoremă. 1. Clasa I1 este P-coereditară.

2. Clasa E1 este M-ereditară.

3. E1 ∩ P1 ⊂ E ∩ P .
4. E ∪ P ⊂ E1 ∨ P1.

În particular, dacă structurile de factorizare (E ,M) şi (P , I) sunt complementare, atunci

la fel sunt şi structurile de factorizare (E1,M1) şi (P1, I1).
↓ 1. Fie i · b ∈ I1 cu i ∈ I şi b ∈ B, iar

i · b = f · p (1)

cu p ∈ P . Trebuie să demonstrăm că f ∈ I1. Deoarece p ⊥ i, există un morfism g astfel ı̂ncât

b = g · p, (2)

f = i · g. (3)

Din egalitatea (2), deoarece p ∈ Epi, rezultă că pătratul

g · p = 1 · b (4)

este cocartezian. Deci g ∈ B, şi ı̂n egalitatea (3) i ∈ I şi g ∈ B. Astfel am demonstrat că

f ∈ I1.
2. Demonstraţie duală.

3. Avem

(E1 ∩ P1) = (B ◦ E) ∩ (P ∩ B⊥).

180



Fie că f ∈ E1 ∩ P1. Atunci

f = b · p (5)

cu b ∈ B şi p ∈ E .
De asemenea b · p ∈ P şi b · p ∈ B>. Din relaţia b · p ∈ B>, rezultă că b ∈ B>. Deci

b ∈ B ∩ B⊥ = Iso. Atunci b · p ∈ P şi b · p ∈ E sau b · p ∈ E ∩ P .
4. Deoarece P ⊂ P1 rămâne de demonstrat că P ⊂ E1 ∨ P . Fie p ∈ P , iar

p = m · e (6)

(E ,M)-factorizarea acestui morfism, iar

m = b · b′ (7)

(B⊥,B)-factorizarea morfismului m. Din egalitatea (6) rezultă că m ∈ P , iar din egalitatea (7),

rezultă că b′ ∈ P , deoarece clasa P este (B⊥,B)-ereditară. Astfel ı̂n egalitatea

p = b · b′ · e (8)

avem e ∈ E , b ∈ B şi b′ ∈ P ∩ B>. Aşadar b, b′, e ∈ E1 ∪ P1, iar b · b′ · e ∈ E1 ∨ P1. ↑
8.5.3. Teoremă. În categoria C2V examinăm structurile de factorizare complementare

(Ef ,Mono) şi (Epi,Mf ) şi o clasă bicompletă de bimorfisme B.
1. Structurile de factorizare

(B ◦ Ef ,Bx), (Bq,Mf ◦ B)

sunt recirpoc complementare.

2. Clasa Mf ◦ B este Epi-coereditară.

3. Clasa B ◦ Ef este Mono-ereditară.↑
8.5.4. Teoremă. În categoria C2V există o clasă proprie de perechi de structuri de factor-

izare complementare. ↑
8.5.5. Teoremă. Structurile de factorizare (Ep,Mu), (Eu,Mp), (Epi,Mf ),

(P ′′(Γ0), I ′′(Γ0)) şi (P ′′(Γ), I ′′(Γ)) formează un pentagon ı̂n laticea B. Astfel B este o latice

nemodulară, unde Γ ∈ R(Γ0),Γ 6= Γ0 şi Γ 6= C2V. ↑
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Capitolul 9. Perechi de subcategorii conjugate

9.1. Laticea perechilor de subcategorii conjugate Pc

9.1.1. Propoziţie. Fie K o subcategore coreflectivă, iar L o subcategorie reflectivă a

categoriei C2V . Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. k · l = k.

2. εL ⊂ µK.
3. L> ⊂ K⊥.
4. K ⊂ λ∗(εL).

↓ 1 ⇒ 2 Fie b : X → Y ∈ εL, lY : Y → lY L-replica obiectului X, şi kX : kX → X -

K-coreplica obiectului X. Deorece b ∈ εL, rezultă că lY · b este L-replica obiectului X

lX = lY · b. (1)

Mai departe, din ipoteza 1 rezulă că lX · kX este K-coreplica obiectului lX :

lX · kX = klX . (2)

X

kX

Y

k

l

l

k

b

lX

X

Y

X

lX=lY

Figura 9.1.1

Clasele µK şi εL sunt a-ereditare şi a-coereditare. Din egalitatea

lY · b · kX = klX , (3)

rezultă că b · kX ∈ µK şi, deoarece b ∈Mono, deducem că b ∈ µK.
2⇒ 3 Deoarece εL = L>, şi µK = K⊥ (vezi Exerciţiul 6.4.7 p. 4 şi p.5).

3⇒ 2. Evident.

2⇒ 4. Referitor la operaţia λ∗ vezi p.7.3.1. Fie A ∈ |K|, b : X → Y ∈ εL, iar f : A→ Y.

Deoarece b ∈ εL ⊂ µK, rezultă că b · kX este K-coreplica obiectului Y, Deci

f = b · g (4)
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pentru un morfism g.

4 ⇒ 1. Fie A ∈ |C2V|, lA : A → lA L-replica lui A, iar kA : kA → A şi klA : klA → lA K-

coreplicile obiectelor respective. Atunci

lA · kA = klA · u (5)

pentru un u. Deoarece lA ∈ εL, iar klA ∈ |λ∗(εL)| rezultă că

klA = lA · h (6)

pentru un h. Atunci

h = kA = ·v (7)

pentru un v. Se verifică că u = v−1. ↑

kA

klA

A

k

lk

u
v h

lA

AA

lA

Figura 9.1.2

9.1.2. Teoremă. Fie K ∈ K şi L ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. a) k · l = k;

b) l · k = l.

2. εL = µK.
3. K⊥ = L>.
4. a) K = λ∗(εL);

b) R = λ(µK). ↑
9.1.3. În p. 6.4.2 s-au introdus noţiunile de perechi de subcategorii conjugate (ce formează

clasa Pc), subcategorii c-coreflective (clasa Rc) subcategorii c-coreflective (clasa Kc) şi relaţia

de ordine (K1,L1) ≤ (K2,L2)⇔ K1 ⊂ K2.

9.1.4. Exerciţii. 1. (M̃,S) este cel mai mic element ı̂n clasa Pc.
2. (C2V , C2V) este cel mai mare element ı̂n clasa Pc.
3. Fie (K1,L1), (K2,L2) ∈ Pc. K1 = K2 ⇔ L1 = L2.

4. Rc ⊂ R(Eu).
5. Kc ⊂ K(Mu).
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9.1.5. Teoremă. Fie (K,L) o pereche de subcategorii conjugate a categoriei C2V . Atunci

functorul k : C2V → C2V este adjunctul din stânga al functorului l : C2V → C2V .
↓ Fie X, Y două obiecte ale categoriei C2V şi o stabilim izomorfismele functoriale (vezi [BD,

1972], cap.1 §1)

Hom(kX, Y )
ϕ→ Hom(X, lY )

ψ→ Hom(kX, Y )

stabilind pentru f : kX → Y şi g : X → lY

ϕ(f) = l(f) · lX , ψ(g) = kY · k(g).

kX =
∏
∈ α

klX = kX
kX

-

- -

?? ??

klY = kY

X - lX = lkX

lY = lkY

lX

Y

@
@
@
@
@
@R

@
@
@
@
@
@@R

k(f) k(g) l(f) l(g)f g

kY lY

Figura 9.1.3

Avem

ψϕ(f) = ψ(l(f) · lX) = kY · k(l(f) · lX) = kY · kl(f) · k(lX) = kY · k(f) · 1 = kY · k(f) = f,

ϕψ(g) = ϕ(kY · k(g)) = l(kY · k(g)) · lX = l(kY ) · lk(g) · lY = 1 · l(g) · lX = l(g) · lX = g. ↑

9.1.6. Corolar. Fie (K,L) o pereche de subcategorii conjugate. Atunci functorul k : C2V →
C2V cât şi functorul l : C2V → C2V posedă atât ajuncţi la stânga cât şi la dreapta. ↑

9.1.7. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, iar (P , I) ∈ B. Atunci următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. l(I) ⊂ I.
2. k(P) ⊂ P .
↓ 1⇒ 2. Fie p : X → Y ∈ P , şi

k(p) = i1 · p1 (1)

este (P , I)-factorizarea morfismului k(p), unde p1 : kX → Z. Examinăm L-replicile şi K-

coreplicile obiectelor X, Y şi Z. -
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Avem următoarele egalităţi:

p · kX = kY · k(p), (2)

p1 = kZ · k(p1), (3)

i1 · kZ = k(i1), (4)

lZ · p1 = l(p1) · lX · kX , (5)

l(i1) · lZ = lY · kY · i1, (6)

l(p) · lX = lY · p. (7)

Din egalitatea (1) obţinem

lk(p) = l(i1 · p1) = l(i1) · l(p1). (8)

Deoarece

lk(p) = l(p) (9)

din egalitatea (8) rezultă

l(p) = l(i1) · l(p1). (10)

Avem

l(i1) · l(p1) · lX · kX = (din(10)) = l(p) · lX · kX = (din(7)) = lY · p · kX

i.e.

l(i1) · l(p1) · lX · kX = lY · p · kX , (11)

sau

l(i1) ·
(
l(p1) · lX

)
= lY · p. (12)
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Conform ipotezei 1 l(i1) ∈ I. Atunci ı̂n pătratul (12) p ⊥ l(i1). Deci există un morfism

h : Y → lZ astfel ı̂ncât

l(p1) · lX = h · p, (13)

lY = l(i1) · h. (14)

Atunci

h = g · lY (15)

pentru un morfism g : lY → lZ. Avem

l(i1) · g · lY = (din(15)) = l(i1) · h = (din(14)) = lY ,

i.e.

l(i1) · g · lY = lY , (16)

sau

l(i1) · g = 1. (17)

Din egalitatea (17), ţinând cont că l(i1) este un mono, deducem că l(i1) ∈ Iso, şi cu el şi

k(i1) ∈ Iso. Din egalitatea (4) rezultă că şi kZ ∈ Iso. Deci k(p) ∼ k(p1) ∼ p1, iar k(p) ∈ P .
2⇒ 1. Demonstraţia este duală. ↑
9.1.8. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc.
1. Deoarece l(Mono) ⊂Mono şi k(Epi) ⊂ Epi, deci

k(Ef ) ⊂ Ef şi l(Mf ) ⊂Mf .

În particular, functorul k : C2V → C2V este exact la dreapta, şi functorul l : C2V → C2V este

exact la stânga.

2. k(Eu) ⊂ Eu. Deci r(Mp) ⊂Mp.

3. l(Mu) ⊂Mu. Deci k(Ep) ⊂ Ep. ↑
9.1.9. Teoremă. Fie R ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. SMp(R) ∈ Rc.

2. Functorul reflector r : C2V → R posedă proprietatea r(Mp) ⊂Mp.

↓ Fie m : X → Y ∈Mp. Examinăm următoarea diagramă comutativă,
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unde lX şi lY sunt L-replicile, rX şi rY R-replicile obiectelor X şi Y, iar rlX şi rlX R-replicile

obiectelor lX şi lY, şi L = SMp(R).

1⇒ 2. Deoarece L este o subcategorie c-reflectivă, rezultă că l(m) ∈Mp. Astfel ı̂n egalitatea

r(m) · rlX = rlY · l(m) (1)

rlY ·l(m) ∈Mp. Deci r(m)·rlX ∈Mp şi rlX ∈ Epi. ClasaM este Epi-coereditară şi r(m) ∈Mp.

2⇒ 1. Dacă r(m) ∈Mp, atunci din (1), rezultă că şi l(m) ∈Mp. ↑
9.1.10. Teoremă. Fie L ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. L este o subcategorie c-reflectivă: L ∈ Rc.

2. Clasa εL este completă la stânga.

3. Clasa εL este stabilă la stânga.

4. S ⊂ L şi l(Mp) ⊂Mp.

5. S ⊂ L şi l(Mf ) ⊂Mf .

6. S ⊂ L şi functorul l este exact la stânga.

7. S ⊂ L şi functorul l comută cu pătrate carteziene.

8. S ⊂ L şi functorul l comută cu limite proiective.

9. S ⊂ L şi pentru orice (P , I) ∈ B, astfel ı̂ncât P ′′(L) ⊂ P şi clasa P este Mu-ereditară,

avem l(I) ⊂ I. În particular, dacă R ∈ R,R ⊂ L şi (P , I) = (P ′′(R), I ′′(R)).

10. S ⊂ L şi pentru orice (P , I) ∈ B, astfel ı̂ncât P ′′(L) ⊂ P şi clasa P este Mu-ereditară,

avem (εL) ◦ I ⊂ I ◦ (εL).

11. S ⊂ L şi pentru orice R ∈ R(L) perechea (P ′′(R)∩(εL)x, I ′′(R)◦(εL)) este o structură

de factorizare ı̂n categoria C2V .
12. Functorul l posedă un adjunct la stânga.
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↓ Vom demonstra următoarele implicaţii

1⇒ 2⇒ 3⇒ 9⇒ 4⇒ 5⇔ 6⇔ 7⇔ 8,

1⇒ 11⇒ 8⇒ 2⇒ 1, 2⇒ 10⇒ 3.

1 3

8

92 4

11 10

6 7 85

212

1⇒ 2. εL = µK, şi µK este o clasă completă la stânga.

2⇒ 3. Evident.

5⇔ 6. Deoarece Mf = Ker(C2V).

6⇔ 7⇔ 8. Dacă R ∈ R, atunci functorul reflector r : C2V → R comută cu produsele (Teo-

rema 6.1.6), iar nucleele pot fi construite cu ajutorul pătratelor carteziene şi invers (Teoremele

1.3.9 şi 1.3.12).

1⇒ 12. În baza Teoremei 10.1.5.

12 ⇒ 8. În baza Teoremei P.Freyd: Un functor ce posedă un adjunct la stânga comută cu

limitele proiective.

9⇒ 4. Deoarece Mp = I ′′(S), iar S ⊂ L.
4⇒ 5. Fie m : X → Y ∈Mf . Examinăm pătratul comutativ

l(m) · lX = lY ·m. (1)

Atunci l(m) ∈Mp. Deoarece m(X) este o mulţime ı̂nchisă ı̂n spaţiul Y, iar spaţiile Y şi lY

sunt compatibile cu aceeaşi dualitate, rezultă că m(X) este o mulţime ı̂nchisă şi ı̂n lY ([R, R,

1964], cap. IV, §2, Teorema 1). Astfel l(m) are imagine ı̂nchisă. Deci l(m) ∈Mf .

8⇒ 2. Deoarece functorul l : C2V → L comută cu produsele rezultă că clasa εL este ı̂nchisă

ı̂n raport cu produsele. Să demonstrăm că ea este stabilă la stânga şi ı̂nchisă ı̂n raport cu

intersecţiile. Fie b : X → Y ∈ εL, iar

b · f ′ = f · b′. (2)

un pătrat cartezian. Examinăm imaginea acestui pătrat aplicând functorul l :

l(b) · l(f ′) = l(f) · l(b′). (3)

Conform ipotezei 8 pătratul (3) este cartezian şi l(b) ∈ Iso. Deci şi l(b′) ∈ Iso. Astfel am

demonstrat că b′ ∈ εL.
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Să demonstrăm că clasa εL este ı̂nchisă ı̂n raport cu intersecţiile. Fie
{
bi : Xi → X| i ∈ I

}
o familie de (εL)-subobiectelor a obiectului X. Examinăm limita proiectivă a acestui spectru:{
pi : X̄ → Xi|i ∈ I

}
şi b : X̄ → X cu egalităţile

bi · pi = b,∀i ∈ I. (4)

Deoarece bi ∈ Eu∩Mu rezultă că b ∈ Eu∩Mu. Aplicând functorul l obţinem că l(bi) ∈ Iso,
∀i ∈ I, iar

{
l(pi)|i ∈ I

}
şi l(b) este limita proiectivă a spectrului respectiv. Deci l(b) ∈ Iso

2⇒ 1. Dacă clasa εL este completă la stânga, atunci ((εL)>, εL) este o structură de factor-

izare de stânga (Teormea 2.5.2*). Factorizând după această structură M̃-coreplica obiectului

X ∈ |C2V|, obţinem o subcategorie (εL)-coreflectivă K:

mX = kX · pX . (5)
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Deoarece mlX = mX, rezultă că klX = kX, şi egalitatea lkX = lX o deducem din faptul

că lX · kX ∈ εL.
2 ⇒ 11. Examinăm structura de factorizare (Eu,Mp) şi structura de factorizare de stânga

((εL)>, εL). Deoarece clasa Eu este (εL)-ereditară, ı̂n baza Teoremei 2.7.3.* (Eu ∩ (εL)⊥,Mp ◦
(εL)) este o structură de factorizare.

11⇒ 3. Examinăm cazul R = S. Atunci I ′′(R) = I ′′(S) =Mp. Să demonstrăm că şi clasa

εL este stabilă la stânga. Fie b ∈ εL, iar

f · b′ = b · f ′ (6)

un pătrat cartezian. Atunci b′ ∈ Mp ◦ (εL) şi b′ ∈ Eu, deoarece εL ⊂ εS = Eu ∩Mu. Deci

b′ ∈ εL.
3⇒ 9. Fie i : X → Y ∈ I. Atunci

l(i) · lX = lY · i. (7)

Vom demonstra că P ⊥ l(i). Fie e : P → T ∈ P şi

v · e = l(i) · u. (8)

Construim pătratele carteziene: pe morfismele v şi lY

v · t′ = lY · v′, (9)

pe morfismele e şi t′

e · t′′ = t′ · e′, (10)

pe morfismele u · t′′ şi lX

(u · t′′) · t′′′ = lX · f. (11)
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Clasa εL este stabilă la stânga (ipoteza 3). Deci t′, t′′, t′′′ ∈ εL. În egalitatea (10) t′′ ∈ εL ⊂
εR ⊂ P , sau t′ · e′ ∈ P , iar t′ ∈ Mu. Clasa P este Mu-ereditară, astfel e′ ∈ P şi e′, t′′′ ∈ P .
Avem

lY · v′ · e′ · t′′′ = (din(9)) = v · t′ · e′ · t′′′ = (din(10)) =

v · e · t′′ · t′′′ = (din(8)) = l(i) · u · t′′ · t′′′ = (din(11)) = l(i) · i · f,

i.e.

lY · v′ · e′ · t′′′ = lY · i · f (12)
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şi simplificând lY , rămâne

v′ · e′ · t′′′ = i · f. (13)

În ultima egalitate i ∈ I, iar e′ · t′′′ ∈ P , i.e. e′ · t′′′ ⊥ i. Există un morfism h astfel ı̂ncât

f = h · e′ · t′′′, (14)

i · h = v
′
. (15)

lY ∈ εL, deci t′ ∈ εL. Atunci

lX · h = w · t′ (16)
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pentru un morfism w. Avem

l(i) ·w · t′ = (din(16)) = l(i) · lX ·h = (din(7)) = lY · i ·h = (din(15)) = lY · v′ = (din(9)) = v · t′,

i.e.

l(i) · w · t′ = v · t′ (17)

sau

l(i) · w = v, (18)

ultima egalitatea arată că e ⊥ l(i).

9 ⇒ 10. Fie i : X → Y ∈ I şi b : Y → Z ∈ εL. mai departe, fie lX : X → lX şi

lZ : Z → lZ L-replicile obiectelor respective. Atunci lZ · b : Y → lZ este L-replica lui Y şi

avem egalitatea

l(i) · lX = lZ · b, (19)

cu l(i) ∈ I.

Z

lZ=lY

T

YX

lX

Xl

Zl

i¢

IÎ)(il

b

b

i

t

Pe morfismele l(i) şi lZ construim pătratul cartezian

l(i) · b = lZ · i′ (20)

cu b ∈ εL şi i′ ∈ I. Atunci

lX = b · t, (21)

b · i = i′ · t (22)

pentru un t, cu i ∈ εL. Astfel egalitatea (22) şi este descompunerea necesară.

10 ⇒ 9. Fie i : X → Y ∈ I şi o să demonstrăm că l(i) ∈ I. În virtutea ipotezei 10 avem

descompunerea

lY · i = i1 · b (23)
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cu i1 ∈ I şi ∈ εL. Deoarece L este P-reflectivă, deducem că Z ∈ |L| şi b este L-replica obiectului

X.

lY

YX

lX=Z

Yl

IÎ
1

i

IÎi

LeÎb

Figura 9.1.9b

Corolar. Fie L ∈ R şi S ⊂ L. Umrătoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. L ∈ Rc.

2. (εL) ◦Mf ⊂Mf ◦ (εL).

3. (εL) ◦Mp ⊂Mp ◦ (εL).

4. (εL) ◦ I ′′(L ⊂ I ′′(L ◦ (εL). ↑
9.1.10*. Teorema. Putem formula doar următoarele afirmaţii:

1. Condiţiile 1*, 2*, 8* şi 11* sunt echivalente.

2. Fie K ∈ Kc, T ∈ K şi T ⊂ K. Atunci k(E ′(T )) ⊂ E ′(T ) (condiţia 9*).

3. Functorul coreflector m : C2V → M̃ posedă proprietatea m(E ′p) ⊂ Ep (condiţia 4*).

4. Fie K ∈ Kc. Atunci k este exact la dreapta (condiţia 6*).

5. Fie K ∈ Kc şi T ∈ K(M̃). Atunci ((µK) ◦ E ′(T ), µ(T ) ∩ (µK)x) ∈ B (condiţia 10*).

9.1.11. Remarcă. Condiţia S ⊂ L ı̂n p.10 este necesară, deoarece εΠ = Epi ∩Mu, iar

Mp ◦ (εΠ) =Mu. Însă subcategoria Π nu este c-relfectivă.

9.1.12. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, T ∈ K,R ∈ R, T ⊂ K, şi R ⊂ L. Atunci:

1. l(J ′′(R)) ⊂ J ′′(R). 1∗. k(E ′(T )) ⊂ E ′(T ).

2. l(P ′′(R)) ⊂ P ′′(R). 2∗. k(M′(T )) ⊂M′(T ).

3. l(M′(T )) ⊂M′(T ). 3∗. k(P ′′(R)) ⊂ P ′′(R).

4. Fie f ∈ C2V , şi

f = i · p

(P ′′(R),J ′′(R))-factorizarea lui f. Atunci

l(f) = l(i) · l(p)
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este (P ′′(R)∩L,J ′′(R)∩L)-factorizarea lui l(f) iar (P ′′(R)∩L,J ′′(R)∩L) este o structură

de factorizare ı̂n categoria L.

4∗. Fie f ∈ C2V , şi

f = m · e

(E ′′(T ),M′(T ))-factorizarea lui f. Atunci

k(f) = k(m) · k(e)

este (E ′(T )∩K,M′(T )∩K)-factorizarea lui k(f), iar (E ′(T )∩K,M′(T )∩K) este o structură

de factorizare ı̂n categoria K.
↓ 1. În virtutea Teoremei 10.1.10 p.9.

2. Fie p : X → Y ∈ P ′′(R). Examinăm pătratul

l(p) · lX = lY · p. (2)

Deoarece lY ∈ εL ⊂ εR, atunci l(p) · lX ∈ P ′′(R), sau l(p) ∈ P ′′(R).

3. Avem M′(T ) = Mp ◦ (µT ) şi l(Mp) ⊂ Mp (Teorema 9.1.10). Rămâne de arătat că

l(µT ) ⊂ µT . Fie b : X → Y ∈ µT . Examinăm pătratul

l(b) · lX = lY · b, (3)

unde lX , lY ∈ εL = µK ⊂ µT . Astfel l(b) · lX ∈ µT şi lX ∈ µT . Definitiv l(b) ∈ µT , deoarece

clasa µT este a-coereditară.

4. Rezultă din p.1 şi p.2.

9.1.13. Să interpretăm schematic domeniile unde ar fi situate structurile de factorizare de

tipul (E ′(T ),M′(T )), (P ′′(R),J ′′(R)). Menţionăm că pentru perechea de subcategorii conju-

gate (C2V , C2V) functorul identic id : C2V → C2V este atât functor coreflector cât şi functor

reflector. Acest functor lasă neschimbate ambele clase ale oricărei structuri de factorizare (P ,J )

nu numai cele menţionate ı̂n Teorema 9.1.12.
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Figura 9.1.10

9.1.14. Teoremă. Fie L ∈ Rc,R ∈ P(L), şi (P ′′, I ′′) = (P ′′(R), I ′′(R)). Atunci

(P ′′∩(εL)>, I ′′◦(εL)) este o structură de factorizare ı̂n categoria C2V . În particular, fie L ∈ Rc.

Atunci (Eu ∩ (εL)>,Mp ◦ (εL)) şi ((εL)x,Mf ◦ (εL)) sunt structuri de factorizare ı̂n categoria

C2V cu clasele de injecţii complete la dreapta.

↓ În virtutea Teoremei 2.7.3* este suficient de demonstrat că (εL) ◦ I ′′ ⊂ I ′′ ◦ (εL). Fie

i : X → Y ∈ I ′′, b : Y → Z ∈ εL, iar lX : X → lX şi lZ : Z → lZ L-replicile obiectelor

respective. Atunci lZ · b este L-replica obiectului Y :

lY = lZ · b (1)

şi

l(i) · lX = lY · i. (2)

Pe morfismele l(i) şi lZ construim pătratul cartezian

l(i) · b′ = lZ · i′. (3)

Atunci

lX = b′ · t, (4)

b · i = i′ · t (5)
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pentru un t. Avem b′ ∈ Mu. Astfel ı̂n egalitatea (4) t ∈ Epi, adică t ∈ εL. De asemenea

l(i) ∈ I ′′ (Teorema 9.1.10 p.9), deci i′ ∈ I ′′. Mai departe,

lZ · i′ · t = l(i) · b′ · t = l(i) · lX = lY · i = lZ · b · i,

i.e.

lZ · i′ · t = lZ · b · i, (6)

sau

b · i = i′ · t (7)

cu i ∈ I ′′ şi t ∈ εL. ↑
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9.1.15. Propoziţie. Fie (K,L) ∈ Pc. Atunci:

1. Categoriile K şi L sunt izomorfe.

2. Laticile K(K) şi K(L) sunt izomorfe.

3. Laticile R(K) şi R(L) sunt izomorfe. ↑
9.1.16. Remarcă. Referitor la rezultatul precedent vezi 1.7.4 şi 14.7.

9.1.17. Examinăm următorii functori. Fie (E, u) şi (F, v) obiecte ale categoriei C2V şi

f : (E, u) → (F, v) ∈ C2V . Atunci dτ (E, u) = E ′τ , dσ(E, u) = Eσ şi dτ (f) = f ′ : F ′τ → E ′τ ,

dσ(f) = f ′ : F ′σ → E ′σ,

Teoremă. Fie K ⊂ K, M̃ ⊂ K, L ∈ R şi S ⊂ L. Următorii functori contravarianţi

stabilesc un izomorfism dual al următoarelor categorii:

1. M̃ k(M̃) M̃.-dτ -dτ 2. S k(M̃) S.-dσ -dσ

3. M̃ k(M̃) l(M̃),-dτ -l l(M̃) k(M̃) M̃.-m -dτ

4. S S k(S),-dσ -k k(S) S k(S).-s -dσ

5. k(S) S M̃ l(M̃),-s -m -l l(M̃) M̃ S k(S). ↑-m -s -k
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9.2. Laticea subcategoriilor c-reflective Rc

9.2.1. Teoremă. 1. Fie R ∈ R(Eu). Atunci există cea mai mare subcategorie c-reflectivă

R̄c ce se conţine ı̂n subcategoria R.
1∗. Fie K ∈ R(Mu). Atunci există cea mai mare subcategorie c-coreflectivă K̄c ce se conţine

ı̂n subcategoria K.
↓ 1. Fie A(R) = {A ∈ Bic|εR ⊂ A}. Această clasă nu este vidă, deoarece S ⊂ R şi atunci

εR ⊂ εS = Eu ∩Mu. Notăm

AR = ∩{A|A ∈ A(R)},

iar R̄c = λ(AR). Deoarece εR ⊂ AR, rezultă că λ(AR) ⊂ R şi λ(AR) ∈ Rc. ↑
9.2.2. Teoremă. Fie L ∈ Rc cu functorul reflector l : C2V → L, A ∈ |C2V| şi L ⊂

SMpP (A). Atunci lA este un obiect Mp-universal al subcategoriei L.
↓ Fie X ∈ |L|. Există un cardinal τ şi un morfism m : X → Aτ ∈ Mp. Deoarece l(Aτ ) =

(lA)τ şi l(m) ∈Mp obţinem că lA este un obiect Mp-universal pentru subcategoria L. ↑
9.2.3. Propoziţie. 1. Orice subcategorie c-reflectivă este ı̂nchisă ı̂n raport cu extensiile

(Epi ∩Mp)-factorobiecte.

2. Fie K ∈ K(Mu). Atunci subcategoria K este ı̂nchisă ı̂n raport cu extensiile.

↓ 1. Fie L o subcategorie c-reflectivă cu functorul reflector l : C2V → L, A ∈ |L|, iar

b : A → X ∈ Epi ∩Mp. Deoarece l(b) ∈ Mp, b ∈ Epi, iar clasa Mp este Epi-coereditară din

egalitatea

l(b) = lX · b, (1)

rezultă că lX ∈Mp. Deci lX ∈ Eu ∩Mp = Iso, iar X ∈ |L|.
2. Fie A ∈ |K|, b : A→ X ∈ Epi ∩Mp, şi kX : kX → X K-coreplica obiectului X. Atunci

b = kX · f (2)

pentru un morfism f. Avem b ∈ Epi, kX ∈Mu. Deci f ∈ Epi. Atunci kX ∈Mp, deoarece clasa

Mp este Epi-coereditară. Definitiv kX ∈ Eu ∩Mp = Iso. ↑
9.2.4. Corolar. Clasa proprie R(Eu) ∩ Rne (vezi 6.7.10) de subcategorii Eu-reflective, ce

nu sunt ı̂nchise ı̂n raport cu extensiile, nu conţine subcategorii c-reflective.

9.2.5. Teoremă. Fie A o clasa de obiecte Mp-injective a categoriei C2V . Atunci subcate-

goria

L = SMpP (A)

este c-reflectivă.
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↓ Fie m : X → Y ∈Mp şi o să demonstrăm că l(m) ∈Mp, unde l : C2V → L este functorul

reflector:

l(m) · lX = lY ·m (1)

Pentru obiectul X există o mulţime de obiecte Ai, i ∈ I din clasa A astfel ı̂ncât L-replica

lX se obţine prin (Eu,Mp)-factorizarea morfismului canonic wX :

wX = mX · lX . (2)
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Notăm Z =
∏

i∈I A
Hom(X,Ai)
i . Deoarece Z este de asemenea un obiect Mp-injectiv, avem

wX = f ·m (3)

pentru un morfism f. Morfismul f se extinde prin lY , deoarece Z ∈ |L| :

f = g · lY . (4)

Deci

mX · lX = (din(2)) = wX = (din(3)) = f ·m = (din(4)) = g · lY ·m = g · l(m) · lX ,

i.e.

mX · lX = g · l(m) · lX , (5)

sau

mX = g · l(m). (6)

Deoarece mX ∈Mp din egalitatea (6) deducem că şi l(m) ∈Mp. ↑
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Faptul că functorul reflector C2V → SMpP (m(τ)) este exact de stânga a fost menţionat ı̂n

lucrarea [G, G, 1978].

9.2.6. Teoremă. Fie A o familie de spaţii Mp-injective a categoriei C2V ,L = SMpP (A),

şi K =c L. Atunci:

1. ((A↓)q,A↓) = (E ′(K),M′(K)).

2. În categoria C2V există suficiente obiecte A↓-injective.

↓ 1.(K,L) este o pereche de subcategorii conjugate, iar (E ′(K), M′(K)) = ((Mp ◦ (µK))q,

Mp ◦ (µK)) este o structură de factorizare ı̂n categoria C2V . În plus Mp ◦ (µK) =Mp ◦ (εL).

O să demonstrăm că A↓ =Mp ◦ εL.
Mp ◦ (εL) ⊂ A↓. Această incluziune rezută din faptul că A ⊂ L şi A este o familie de

obiecte Mp-injective.

A↓ ⊂Mp ◦ (εL). Fie f : X → Y ∈ A↓, lX : X → lX este L-replica lui X. Există atunci un

morfism m : lX → Z ∈ Mp, unde Z este un produs al unei subfamilii de obiecte din familia

A. Deoarece f ∈ A↓, rezultă că morfismul m · lX se extinde prin f :

m · lX = g · f (1)

pentru un morfism g. Fie

f = i · b (2)

(Eu,Mp)-factorizarea lui f. Atunci

(g · i) · b = m · lX (3)

cu b ∈ Eu şi m ∈Mp. Astfel

lX = h · b, (4)

g · i = m · h (5)

pentru un h. Egalitatea (4) demonstrează că b ∈ εL. Deci f ∈Mp◦(εL) =Mp◦(µK) =M′(K).
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2. Pentru un obiect arbitrar Y ∈ |C2V| lY : Y → lY ∈ A↓, şi lY este un Mp-subobiect al

unui produs de elemente ale familiei A. ↑
9.2.7. Fie A o familie de obiecte Mp-injective nenule. Atunci Mp ⊂ A↓. La rândul său

A↓ ⊂Mu. Mai departe, m(τ)↓ =Mu pentru τ cardinal finit şi τ > 0.

Teoremă. ∩{m(τ)↓|τ cardinal} =Mp.

↓ Clasa tuturor structurilor de factorizare ı̂n categoria C2V nu este o mulţime. Ea este

o ”latice” (ca clasă) completă. Aşadar ∩τm(τ)↓ este de asemenea o clasă de injecţii a unei

structuri de factorizare. Cum s-a menţionat mai sus, pentru orice cardinal τ avemMp ⊂ m(τ)↓.

Să demonstrăm incluziunea inversă. Fie că pentru orice cardinal τ

f : X → Y ∈ m(τ)↓.

În virtutea Teoremei 5.6.5 exisă o mulţime de cardinali I şi un morfism

i : X →
∏
i∈I
m(τ) ∈Mp.

Conform ipotezei ı̂n raport cu morfismul f avem

i = g · f

pentru un careva morfism g. Deoarece i ∈Mp, din această egalitate rezultă că f ∈Mp. ↑
9.2.8. Definiţie [P, S, 1962]. Fie E un spaţiu local convex. Familia A de funcţionale

liniare continui pe E se numeşte totală, dacă pentru orice element nenul x ∈ E există f ∈ A
astfel ı̂ncât f(x) 6= 0.
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9.2.9. Lemă. Fie β > α şi β ≥ χ0. Atunci m↓α ⊂ m↓β, dar m↓α 6= m↓β.

↓ În primul rând menţionăm că pentru numărul natural α avem

m↓α = (Kα)↓ = K↓ =Mu.

Mai departe, pentru β ≥ α spaţiul m(α) este un sumand direct al spaţiului m(β) :

m(β) = m(α)⊕ (E, t).

Acum vom demonstra că, dacă β > α şi β este infinit, atunci m(β)↓ 6= m(α)↓. Avem

w = wm(β) : m(β)→ m(α)Hom(m(β),m(α)) ∈ m(α)↓.

Vom arăta că w /∈ m(β)↓. Fie că w ∈ m(β)↓. Deoarece m(β) este m(β)↓-injectiv, atunci w este

secţionabil. În acest fel w ∈Mf . Mai departe, ı̂n virtutea Teoremei 3.3.3 există un număr finit

k şi un monomorfism strict t : m(β)→ m(α)k. Dacă β = χ0 (ceea ce ı̂nsemnă că β corespunde

unei mulţimi numerabile infinite), atunci α este număr finit. Astfel m(α) şi cu el m(α)k este

spaţiu finit dimensional. Am obţinut o contrazicere, deoarece nu putem scufunda un spaţiu

infinit dimensional m(β) ı̂ntr-un spaţiu finit dimensional m(α)k.

Să presupunem acum că β > χ0. Vom demonstra că pe m(α) există o familie totală de

funcţionale liniare de puterea α. Pentru aceasta vom examina m(α) ca un spaţiu de funcţii

mărginite pe mulţimea S de puterea α şi pentru orice s ∈ S notăm prin fs funcţionalul (linar

continuu), definit prin formula:

fs(x) = x(s),∀x ∈ m(α).

Familia {fs|s ∈ S} formează o familie de funcţionale de puterea α pe m(α). În acest fel pe

m(α)k există o familie totală de puterea kα. β fiind infinit şi β > α, rezultă β > kα. Astfel pe

m(α)k, şi pe m(β) există o familie totală A cu o putere mai mică ca β.

Fiem(β) spaţiul tuturor funcţiilor mărginite pe mulţimea T de puterea β. Pentru orice punct

s ∈ T notăm prin gs funcţia caracteristică a submulţimii {s}. Acum vom demonstra că pentru

orice f ∈ A mulţimea {s ∈ T |f(gs) 6= 0} nu este mai mult decât numerabilă, dar deoarece

β > χ0 şi puterea lui A este mai mică decât puterea lui β obţinem contrazicere. Pentru aceasta

e suficient să demonstrăm că pentru orice număr natural i mulţimea Ti = {s ∈ T |f(gs) ≥ 1
i
}

este finită. Într-adevăr, fie s1, s2, ..., sr ∈ Ti. Notăm:

ai =
f(gsl)

|f(gsl)|
(l = 1, 2, ..., r).
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Atunci vectorul x =
∑r

l=1 algsl , care aparţine spaţiului m(β), are norma 1. Prin urmare

‖f‖ ≥ |f(x)| =
∣∣∣ r∑
i=1

aif(gsi)
∣∣∣ =

∣∣∣ r∑
i=1

f(gsl) · f(gsl)

|f(gsl)|

∣∣∣ ≥ r

i

Astfel r nu poate fi oricât de mare. ↑
9.2.10. Notaţii. Fie Bi clasa structurilor de factorizare

(
(A↓)q,A↓

)
, unde A este o clasă

de obiecte Mp-injective.

9.2.11. Exerciţiu. Bi este o latice completă cu cel mai mic element (Ep,Mu) şi cel mai

mare element (Eu,Mp).

9.2.12. Teoremă. 1. Laticele Rc,Kc,Pc conţin clase proprii de elemente.

2. Pentru β > α şi β cardinal infinit structurile de factorizare
(
(m↓α)q,m↓α

)
şi
(
(m↓β)q,m↓β

)
sunt diferite. ↑

9.2.13. Propoziţie. Fie R ∈ R şi T ∈ K.
1. r(T ) este o subcategorie slab coreflectivă a categoriei R. Dacă S ⊂ R sau M̃ ⊂ T ,

atunci r(T ) ∈ K(R).

1∗. t(R) este o subcategorie slab reflectivă a categoriei T . Dacă M̃ ⊂ T sau S ⊂ R, atunci

t(R) ∈ R(T ).

2. Dacă εR ⊂ µT , atunci subcategoriile T şi r(T ) sunt izomorfe.

2∗. Dacă µT ⊂ εR, atunci subcategoriile R şi t(R) sunt izomorfe.

3. Fie (K,L) ∈ Pc, T ∈ K,R ∈ R,K ⊂ T şi L ⊂ R. Atunci categoriile K,L, r(K) şi t(L)

sunt izomorfe.

1. Fie A ∈ |R|, tA : tA→ A T -coreplica lui A şi rtA : tA→ rtA R-replica lui tA. Atunci

tA = uA · rtA (1)

pentru un morfism uA. Să verificăm că uA este slab r(T )-coreplica obiectului A. Fie B ∈ |T |, rB :

B → rB R-replica lui B şi f : B → A. Atunci

rtAtA

rBB

A

tA

AA

B

r

h

f

g

ut

r
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f · rB = rtA · g (2)

pentru un g,

rtA · g = h · rB (3)

pentru un h. Din egalităţile (1)-(3) rezultă că

f = kA · h. (4)

Dacă S ⊂ R, atunci tA şi rtA sunt aplicaţii bijective. Deci la fel este şi uA.

Dacă M̃ ⊂ T , atunci tA ∈Mu. Ţinând cont că rtA ∈ Epi şi clasaMu este Epi-coereditară,

conchidem că uA ∈Mu.

2. Avem εR ⊂ µK ⊂ Eu. Astfel S ⊂ R. Fie f : A → B ∈ T . Atunci r(f) ∈ r(T ) şi

trA = A, trB = B şi tr(f) = f.

rB

BA

rA

rBB tr =

)( fr

TÎf

rAA rr =

Fie g : X → Y ∈ r(T . Atunci rtX = X, rtY = Y şi rt(f) = f.

3. Din condiţia L ⊂ R, deducem εR ⊂ εL = µK. Astfel pemtru perechea K şi R se

ı̂ndeplinesc condiţiile p.2. Deci K şi r(K) sunt izomorfe.

Din condiţia K ⊂ T obţinem µT ⊂ µK = εL. Astfel se ı̂ndeplinesc condiţiile p.2* pentru

perechea T şi L.
Subcategoriile K şi L sunt izomorfe, deoarece (K,L) ∈ Pc.
Indicăm functorii care stabilesc izomorfismele respective

K L K,-l -k

T r(T ) T ,-r -t

t(R) R t(R). ↑-r -t

9.2.14. Teoremă. Fie R ∈ R, (K,L) ∈ Pc şi l(R) ⊂ R. Atunci R∩µ(r(K)) = R∩ε(r(L)).

În particular (r(K), r(L)) este o pereche de subcategorii conjugate a categoriei R.
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↓ Menţionăm că R ∩ L este o subcategorie reflectivă a categoriei R. Mai departe, din

condiţia l(R) ⊂ R rezultă că pentru orice obiect A ∈ |R| lA : A → lA este şi (R ∩ L)-replica

lui. Observăm că condiţia l(R) ⊂ R are loc ı̂n următoarele cazuri:

- L ⊂ R;

- R ∈ Rf (εL).

R ∩ µ(r(K)) ⊂ R ∩ ε(r(L)). Fie b : X → Y ∈ R ∩ µ(r(K)). Dacă pX : rkX → X este

r(K)-coreplica lui X, atunci b · pX : rkX → Y este r(K)-coreplica lui Y. Din egalitatea (1) p.

precedent rezultă că b · pX ∈ µK. Odată ce µK = εL avem b · pX ∈ R ∩ ε(L) = R∩ ε(r(L)).

R∩µ(r(L)) ⊂ R∩µ(r(K)). Fie b : A→ B ∈ R∩ ε(r(L)). Deci b ∈ R∩ εL = R∩µr(K)). ↑
9.2.15. Corolar. 1. Fie R ∈ Rf (εS). Atunci pentru orice (K,L) ∈ Pc (r(K), r(L)) ∈

Pc(S).

2. Pentru orice (K,L) ∈ Pc (rs(K), rs(L)) ∈ Pc(sR), unde sR este subcategoria spaţiilor

semireflexive, şi rs : C2V → sR functorul reflector.

3. Fie iR subcategoria spaţiilor inductiv semireflexive şi ri : C2V → iR functorul reflector.

Pentru (K,L) ∈ Pc, dacă Sh ⊂ L, atunci (ri(K), ri(L)) ∈ Pc(iR). ↑
Lemă. Fie L1,L2 ∈ Rc şi B1 = εL1,B2 = εL2. Atunci:

1. B⊥1 ◦ B⊥2 = B⊥2 ◦ B⊥1
1*. B>1 ◦ B>2 = B>2 ◦ B>1 .
2. (B1 ∩ B2,B⊥1 ◦ B⊥2 ) este o structură de factorizare de dreapta.

2*. (B>1 ∩ B>2 ,B1 ◦ B2) este o structură bicategorială de stânga.

3. λ(B1 ∩ B2) = L1 ∨ L2.

4. P ′′(L1 ∨ L2) = (B1 ∩ B2) ◦ Ep, I ′′(L1 ∨ L2) =Mp ◦ B⊥1 ◦ B⊥2 .
1. ↓ Fie i1 : X → Y ∈ B⊥1 , i2 : Y → Z ∈ B⊥2 şi

i2 · i1 = m1 · b1, (1)

b1 = m1 · b2 (2)

(B1,B⊥1 ) şi (B2,B⊥2 )-factorizarea morfismelor respective. Din (2) deducem că b2 ∈ B1 şi deoarece

b2 ⊥ i2 avem

i1 = t · b2, (3)

i2 · t = m1 ·m2. (4)
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În egalitatea (3) b2 ∈ B1 şi i1 ∈ B⊥1 . Deci b2 ⊥ i1.
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Figura 9.2.5

Astfel

u · b2 = 1, (5)

şi

i1 · u = t (6)

pentru un u, sau b2 ∈ Iso. Atunci

i1 · i2 = m1 · (m2 · b1) (7)

cu m1 ∈ B⊥1 şi m2 · b2 ∈ B⊥2 . Deci B⊥2 ◦ B⊥1 ⊂ B⊥1 ◦ B⊥2 . Incluziunea inversă se verifică ı̂n acelaşi

mod.

2. Este suficient să indicăm factorizarea unui morfism arbitrar f ∈ C2V . Fie

f = i1 · b1, (1)

b1 = i2 · b2 (2)

(B1,B⊥1 )-factorizarea lui f şi (B1,B⊥1 )-facrorizarea lui b1. Din (2), deoarece b2 ∈ Epi, deducem

că b2 ∈ B1. Astfel

f = (i1 · i2) · b2 (3)

este (B1 ∩ B2,B⊥1 ◦ B⊥2 )-factorizarea lui f.
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3. Să revenim la 8.3, pornind de la diagrama comutativă 8.3.1, ţinem cont că S ⊂ L1 şi

S ⊂ L2.

X

uX

sX
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s

Xl
2

Xl
1

l  X

l  X

l  X
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l  X
1

uX

v X

wX

1

2

Figura 9.2.7

Este evident că uX ∈ B1 ∩ B2, sl1X ∈ B⊥1 , sl2X ∈ B⊥2 . Deci wX ∈ B⊥2 şi vX = B⊥1 . Astfel

sX = (sl1X · wX) · uX (1)

este (B1 ∩ B2,B⊥1 ◦ B⊥2 )-factorizarea morfismului sX .

4. ε(L1 ∨ L2) = B1 ∩ B2 şi ((B1 ∩ B2) ◦ Ep)⊥ =Mp ◦ B⊥1 ◦ B⊥2 . ↑
9.2.16. Notaţii. Subcategoriile c-reflective Lτ . Fie M o mulţime de puterea τ, m(τ)

spaţiul Banach al funcţiilor definite şi mărginite pe mulţimea M, iar

Lτ = SMpP (m(τ)), Kτ =c Lτ .

lτ : C2V → Lτ , kτ : C2V → Kτ functorii respectivi.

Teoremă [Gs, 1975]. Pentru orice obiect X ∈ |C2V| kτX este ı̂nzestrat cu topologia

convergenţei uniforme pe toate mulţimile compacte din X ′, pentru care orice submulţime de

puterea ≤ τ este echicontinuă pe X. ↑
9.2.17. Subcategoria c-reflectivă S a spaţiilor cu topologia slabă cu functorul reflector s :

C2V → S este o varietate (vezi de asemenea 9.4), ı̂nchisă ı̂n raport cu extensiile.
cS = M̃ subcategoria spaţiilor cu topologia Mackey. Subcategoria M̃ este ı̂nchisă ı̂n raport

cu limite inductive, produse şi extensii.
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Fie (E, t) ∈ |C2V|, (E, s(t))− S-replica, şi (E,m(t))−M̃-coreplica. Atunci s(t) este topolo-

gia convergenţei uniforme pe toate mulţimile finite din spaţiul E ′, iar m(t) este topologia

convergenţei uniforme pe toate mulţimile slab compacte din spaţiul E ′.

9.2.18. Subcategoria reflectivă N şi subcategoria c-reflectivă uN cu functorii reflectori n :

C2V → N şi u : C2V → uN . T.Komura şi Y.Komura [K, K, 1966] au demonstrat că subcategoria

spaţiilor nucleare are ca obiect Mp-universal spaţiul s a funcţiilor rapid descrescătoare:

N = SMpP (s).

Pentru ca un spaţiu local convex să fie nuclear este necesar şi suficient ca fiecare mulţime

echicontinuă din X ′ să fie nucleară.

A. Martineanu. Pentru ca un spaţiu local convex să fie ultranuclear este necesar şi suficient

ca orice mulţime echicontinuă din X ′ să fie ultranucleară.

Subcategoria spaţiilor nucleare N este ı̂nchisă ı̂n raport cu subspaţii, factorspaţii, produse,

suma unui număr numerabil de spaţii şi extensii (Epi∩Mp)-factorobiecte (vezi [P, 1965], ıcap.

4). În particular, orice completare a unui spaţiu nuclear este un spaţiu nuclear.

Proprietăţile enumerate mai sus sunt adevărate şi pentru subcategoria uN a spaţiilor ul-

tranucleare (vezi A.Martinean [Ma, 1964], B.Brudovsky [Br, 1968], C.Bessaga şi A.Pelizynsky

[B, P, 1960]).

9.2.19. Teoremă. 1. [Br, 1968]. Fie (E, t) un spaţiu local convex, şi (E, n(t)) N -replica

lui. Atunci n(t) este topologia convergentei uniforme pe toate mulţimile ultranucleare.

2. N ⊂ SMpP (l2).

3. Fie nl2 N -replica spaţiului Banach l2. Atunci uN = SMpP (nl2).

4. Functorul reflector u : C2V → uN are un adjunct la stânga. ↑
Faptul că functorul u : C2V → uN este exact la stânga este demonstrat şi ı̂n ([J, 1981] 21

J.Propoziţia 4).

([J, 1981] 21.9 Corolarul 5). Pentru orice spaţiu Banach infinit dimensional E avem nE =

uE şi acest spaţiu este obiect universal pentru subcategoria uN .
9.2.20. Teoremă. 1. uN este o subcategorie c-reflectivă.

2. N nu este o subcategrie c-reflectivă.

3. Ñ = uN , cea mai mare subcategorie c-reflectivă ce se conţine ı̂n subcategoria N este

uN .
4. Pentru orice spaţiu Banach B infinit dimnesional uN = SMpP (uB).

↓ 1. Rezultă din faptul că functorul u : C2V → uN are un adjunct la stânga.
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2. Fie A un spaţiu nuclear care nu este ultranuclear. Există un cardinal τ astfel ı̂ncât A

este un Mp-subobiect al spaţiului lτ2 : m : A→ lτ2 ∈Mp. Examinăm morfismul n(m).

A -

?

lτ2

n(lτ2) = (nl2)
τ

m

n(m)

@
@
@
@
@
@R

Figura 9.2.8

Dacă n(Mp) ⊂Mp, atunci n(m) ∈Mp, iar A ∈ |uN|. Contrazicere.

3. Fie uN ⊂ L ⊂ N , unde L ∈ Rc. Deoarece L ⊂ N ⊂ SMpP (l2) ı̂n baza Teoremei 9.2.2

L-replica obiectului l2 este un obiect Mp-universal pentru subcategoria L : L = SMpP (ll2).

Avem următoarele relaţii:

l2 - nl2 - ll2 - ul2 = nl2

Deci L = uN .
4. N ⊂ SMpP (B), dacă B este un spaţiu Banach infinit dimensional. Rămâne de apelat la

Teorema 9.2.2. ↑
9.2.21. Subcategoria c-reflectivă a spaţiilor Schwartz cu functorul reflector sh : C2V → Sh.
D.A.Raicov a introdus următoarele noţiuni (vezi [Ra, 1962]).

Definiţie. Fie X un spaţiu vectorial, A,B ⊂ X şi B este absolut convexă. Mulţimea A se

numeşte complet mărginită ı̂n raport cu mulţimea B şi se notează A ≺ B, dacă pentru orice

ε > 0 există o mulţime finită F ⊂ A astfel ı̂ncât A ⊂ F + εB.

Spaţiul local convex X se numeşte (S)- spaţiu (spaţiu Schwartz) dacă pentru orice vecinătate

absolut convexă V există o vecinătate U complet mărginită ı̂n raport cu V.

Subcategoria Sh a (S)-spaţiilor este ı̂nchisă ı̂n raport cu subspaţii, factorspaţii, produse,

extensii ((Epi ∩Mp)−factorobiecte) şi suma unui număr numerabil de spaţii (vezi [Gr, 1973],

Part 4, §4).

Fie (E, t) ∈ |C2V|, iar k0 familia tuturor vecinătăţilor lui zero V al acestui spaţiu pentru care

există o vecinătate a lui zero U complet mărginită ı̂n raport cu V. Atunci (E, k0) este Sh-replica

obiectului (E, t).
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Teoremă [G, G, 1978]. Vom nota cSh cu Ch. Ch-coreplica obiectului (E, t) este topologia

convergenţei uniforme pe mulţimi A absolut convexe slab complete din E ′ ce posedă proprietatea:

dacă {x′
n} este un şir convergent la zero ı̂n spaţiul Banach E

′
A, atunci {x′

n} este o mulţime

echicontinuă.

9.2.22. Exerciţii. 1. λ∗(Iso) = λ(Iso) = C2V .
2. λ(Iso) = λ(µC2V) = λ(εC2V) = C2V .
3. Fie L,R ∈ Rc. Atunci L ∨R ∈ Rc (vezi 8.3.9 p.3).

4. Fie L ∈ Rc, (P , I) ∈ B şi R ∈ R(P). Atunci l(R) ∈ R(P).

9.2.23. Probleme. 1. Este oare clasa Rc ı̂nchisă ı̂n raport cu intersecţia ı̂n laticea R?

2. Dacă problema 1 are un răspuns pozitiv, atunci

¯̄Rc = ∩{L ∈ Rc|R ⊂ L}

este cea mai mică subcategorie c-reflectivă ce conţine subcategoria R ∈ R(Eu).
3. Există oare ı̂n acest caz vreo metodă de a construi ¯̄Rc-replica unui obiect arbitrar?

4. De descris subcategoria c-coreflectivă cuN .
5. Orice element al clasei Rc este o Ef -varietate?

9.3. Structuri de factorizare generate de clase bicomplete

9.3.1. Notaţii. Fie Rnu = {R ∈ R|R /∈ R(Eu)} şi Knu = {K ∈ K|K /∈ K(Mu)}.
9.3.2. Exerciţii. Din Teorema 2.7.3 şi duala sa rezultă că avem urătoarele clase de structuri

de factorizare.

1. Bbf = {(B ◦ Ef ,Bx)|B ∈ Bic}.
1*. Bfb = {(Bx,Mf ◦ B)|B ∈ Bic}.
2. Bbp = {(B ◦ Ep,Mu ∩ Bx)|B ∈ Bic}.
2*. Bpb = {(Eu ∩ Bq,Mp ◦ B)|B ∈ Bic}.
3. Bεf = {(εR) ◦ Ef , (εR)x)|R ∈ R(Eu)}.
3*. Bfµ = {(µK)q,Mf ◦ (µK))|K ∈ K(Mu)}.
4. Bεu = {(εR) ◦ Eu,Mp ∩ (εR)x)|R ∈ Rnu}.
4* Buµ = {(Ep ∩ (µK)q,Mu ◦ (µK)|K ∈ Knu}.
5. Bεp = {((εR) ◦ Ep,Mu ∩ (εR)x)|R ∈ R} = {(P ′′(R), I ′′(R))|R ∈ R}.
5*. Bpµ = {Eu ∩ (µK)q,Mp ◦ (µK))|K ∈ K} = {(E ′(K,M′(K))|K ∈ K}.
9.3.3. Exerciţii. Există următoarele incluziuni.

1.Bbf ⊂ Bεf . 2.Bbp ⊂ Bεp.
3.Bfb ⊂ Bfµ. 4.Bpb ⊂ Bpµ.

9.3.4. Următorul tabel indică izomofismul (i) sau antiizomorfismul (a) unor latici.
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Izomorfismul direct Izomorfismul invers

1. a Rc ∼ Bic R 7→ εR B 7→ λ(B)

1*. a Kc ∼ Bic K 7→ µK B 7→ λ∗(B)

2. i Rc ∼ Bbf R 7→ ((εR)q,Mf ◦ (εR)) (E ,M) 7→ λ(Epi ∩M)

2*. a Kc ∼ Bbf K 7→ ((µK) ◦ Ef , (µK)x) (E ,M) 7→ λ∗(E ∩Mono)

3. i Rc ∼ Bpb R 7→ (Eu ∩ (εR)q,Mp ◦ (εR)) (E ,M) 7→ λ(Eu ∩M)

3*. a Kc ∼ Bbp K 7→ ((µK) ◦ Ep,Mu ∩ (µK)x) (E ,M) 7→ λ∗(E ∩Mu)

4. a Rnu ∼ Bεu R 7→ ((εR) ◦ Eu,Mp ∩ (εR)x) (E ,M) 7→ λ(E ∩Mp)

4*. a Knu ∼ Buµ K 7→ (Ep ∩ (µK)qMu ◦ (µK)) (E ,M) 7→ λ∗(Ep ∩M)

5. a R ∼ Bεp R 7→ ((εR) ◦ Ep,Mu ∩ (εR)x) (E ,M) 7→ λ(E ∩Mu)

5*. i K ∼ Bpµ K 7→ (Eu ∩ (µK)q,Mp ◦ (µK)) (E ,M) 7→ λ∗(Eu ∩M

9.3.5. 1. Clasa Bεf . Fie R ⊂ R(Eu). Atunci εR ⊂ Eu∩Mu, clasaMono este Eu-coereditară

şi ı̂n virtutea Teoremei 2.7.3 ((εR) ◦ Ef , (εR)x) este o structură de factorizare. În plus această

structură de factorizare aparţine clasei Lρ(R). Este adevărată şi afirmaţia duală.

1∗. Clasa Bfµ. Fie K ∈ K(Mu). Atunci ((µK)q,Mf ◦ (µK)) este o structură de factorizare

care aparţine clasei Lx(K).

2. Clasa Bεu. Perechea ((εR)◦Eu,Mp∩(εR)⊥) este o structură de factorizare. Însă εR ⊂ Eu
pentru R ∈ R(Eu).

2∗. Clasa Buµ. Concluzii duale.

3. Clasa Bεf . Clasa Mono este Eu-coereditară şi nu este Epi-coereditară. De aceea R ∈
R(Eu).

3∗. Clasa Bfµ. Concluzii duale.

9.3.6. Probleme. 1. Fie R ∈ R(Eu). În ce condiţii (P ′(R), I ′(R)) = ((εR) ◦ Ef , (εR)x)?

2. Fie K ∈ K(Mu). În ce condiţii (E ′′(K),M′′(K)) = ((µK)q,Mf ◦ (µK))?

9.3.7. Fie (P , I) o structură de factorizare ce verifică condiţiile:

1. Ep ⊂ P .
2. Clasa P este Mu-ereditară.

3. Clasa I este Epi-coereditară.

Atunci există o subcategorie reflectivă L astfel ı̂ncât (P , I) = (P ′′(L), I ′′(L)).

În virtutea Teoremei 2.7.3 pentru orice R ∈ R perechea (E ,M) = ((εR) ◦ P , I ∩ (εR)⊥)

este o structură de factorizare ı̂n C2V . Notăm α(P,I)(R) = SM(Π).

Exerciţii. Fie (P , I) o stuctură de factorizare ce verifică condiţiile 1-3, şi L = SI(Π).

Atunci
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1. Aplicaţia α(P,I) este identică pe subclasa R(L).

2. Aplicaţia α(P,I) ia valori ı̂n clasa R(L) :

α(P,I) : R→ R(L), unde (P , I) = (P ′′(L), I ′′(L)).

3. Pentru (P , I) = (Epi,Mf ) avem L = Π,

α(Epi,Mf )(R) = Π pentru ∀R ∈ R.

4. Pentru (P , I) = (Eu,Mp) avem L = S,

α(Eu,Mp)(R) ∈ R(S) pentru ∀R ∈ R.

5. Pentru (P , I) = (Ep,Mu) avem L = C2V ,

α(Ep,Mu)(R) = R pentru ∀R ∈ R.

9.3.8. Exerciţii. 1. Fie R ∈ Rs
f (S), iar B ∈ Bic. Atunci R este o subcategorie Bq-

reflectivă.

2. U(Π) ⊥ (Eu ∩Mu)⇒ P ′(Π) ⊥ (Eu ∩Mu)⇒ Eu ∩Mu ⊂ I ′(Π).

3. U(Π) ⊥Mf ◦ B pentru orice B ∈ Bic.
4. ((Mf ◦ B)q,Mf ◦ B) ∈ Lρ(Π) pentru orice B ∈ Bic.
5. Lρ(Π) conţine o clasă proprie de elemente.

6. Fie B ∈ Bic,R ∈ R şi B ⊂ εR. Atunci (P ′′(R) ∩ Bq,P ′′(R) ◦ B) ∈ Lρ(R).

60. Fie B ∈ Bic, K ∈ K şi B ⊂ µK. Atunci (E ′(K) ◦ B,B⊥ ∩M′(K)) ∈ Lx(K).

7. Fie B ∈ Bic,L = λ(B), iar R = L∩Γ0. Mai departe, fie A ∈ |C2V|, rA : A→ rA R-replica

lui A, şi b : A→ X ∈ (εΓ0) ◦ B. Atunci rA = f · b pentru un f.

8. Fie L ∈ Rc şi B = εL. Atunci pentru structurile de factorizare ((Mf ◦ B)q,Mf ◦ B) şi

((Mp ◦ B)q,Mp ◦ B) avem l(Mf ◦ B) ⊂Mf şi l(Mp ◦ B) ⊂Mp.

9.3.9. Propoziţie. Fie B ∈ Bic, şi L = λ(B). Atunci L ∩ Γ0 este cel mai mic element al

clasei R(Mp ◦ B).

↓ În primul rând menţionăm, că (Eu ∩ Bx,Mp ◦ B) este o structură de factorizare. Mai

departe, fie X ∈ |C2V|, lX : X → lX L-replica lui X, şi glX0 : lX → g0lX Γ0-replica lui lX.

Atunci g0lX ∈ |L ∩ Γ0|, iar glX0 · lX este (L ∩ Γ0)-replica lui X.

Fie R ∈ R(Mp ◦ B), rX : X → rX R-replica lui X, iar

rX = f · p (1)
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(Eu,Mp)-factorizarea lui rX . Atunci p ∈ Eu ∩ (Mp ◦ B) = B. Atunci:

lX = f · p (2)

pentru un f, iar

glX0 · f = t · i (3)

pentru un t. Deci L ∩ Γ0 ⊂ R. ↑

YX

lX

rX

X

X

g lX
0

lXg
0

r

p

l t

i

f

Figura 9.3.1.

9.3.10. Notaţii. Fie Ru(Γ0) = {R ∈ R(Γ0)|R ∈ Rs(εS)}, Re(Π,Γ0) = {R ∈ R|R ⊂ Γ0

şi r(Mf ) ⊂ Mf}, adică Re(Π,Γ0) conţine subcategoriile reflective ce se includ ı̂n Γ0 şi au

functorul reflector exact la stânga.

9.3.11. Teoremă. 1. Aplicaţia

R 7−→ ϕa(R) = SMp(R) pentru R ∈ Ru(Γ0)

ia valori ı̂n clasa Rex(Eu).
2. Aplicaţia

L 7−→ ψa(L) = L ∗sr Γ0 pentru L ∈ Rex(Eu)

ia valori ı̂n clasa Ru(Γ0).

3. Aplicaţiile ϕa şi ψa sunt reciproc inverse

Ru(Γ0) Rex(Eu) Ru(Γ0).-
ϕa -

ψa

↓ 1.ϕa(R) este o subcategorie Eu-reflectivă: dacă rX : X → rX este R-replica lui X, iar

rX = iX · pX (1)
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este (Eu,Mp)-factorizarea lui rX , atunci pX este ϕa(R)-replica lui X, iar iX : pX → rX este

R- şi Γ0-replica lui pX.

Să verificăm că ϕa(R) ∈ Rex(Eu). Fie A ∈ |ϕa(R)|, b : A→ X ∈ Epi∩Mp, iar rA : A→ rA

R-replica lui A. Atunci rA = gA0 . Deci

X

A rA=g A
0

AA
r =g 0

b f

Figura 9.3.2

rA = f · b (2)

pentru un f. Deoarece b ∈ Epi rezultă că f ∈Mp, iar X ∈ |ϕa(R)|.
2. Fie T ∈ Rex(Eu). Atunci T ∗sr Γ0 ∈ Rs

f (T ) (Teorema 12.2.6) şi T ∗sr Γ0 ∈ Rsm
f (T )

(Teorema 12.2.9). Deci L ∗sr Γ0 ∈ Ru(Γ0).

3. ϕa ◦ ψa = 1. Fie T ∈ Rex(Eu). Atunci ϕaψa(T ) = ϕa(T ∗sr Γ0) = SMp(T ∗sr Γ0).

T ⊂ SMp(T ∗srΓ0). Fie A ∈ |T |, iar gA0 : A→ g0A Γ0-replica lui A. Atunci g0A ∈ |T ∩Γ0| ⊂
|T ∗sr Γ0| şi A ∈ |SMp(T ∗sr Γ0)|.
SMp(T ∗sr Γ0) ⊂ T . Fie A ∈ |SMp(T ∗sr Γ0)| şi gA0 : A → g0A. Deci g0A ∈ |T |, iar cu el şi

A ∈ |T |.
ψa ◦ ϕa = 1. Fie R ∈ Ru(Γ0). Atunci ψaϕa(R) = ψa(SMp(R)) = SMp(R) ∗sr Γ0.

R ⊂ SMp(R) ∗sr Γ0. Fie A ∈ |R|. Atunci A ∈ |SMp(R) ∩ Γ0| ⊂ |SMp(R) ∗sr Γ0|.
SMp(R) ∗sr Γ0 ⊂ R. Fie X ∈ |SMp(R) ∗sr Γ0|. Examinăm egalitatea (1). Atunci pX este

SMp(R)-replica lui X. Deci pX ∈ |Γ0|, şi iX ∈ Iso. Astfel pX ∈ |R| şi, deoarece R ∈ Ru(Γ0),

rezultă că X ∈ |R|. ↑
9.3.12. Corolar. Ru(Γ0) conţine o clasă proprie de elemente.

9.3.13. Teoremă. 1. Aplicaţia

R 7→ ϕb(R) = SMp(R) pentru R ∈ Re(Π,Γ0)

ia valori ı̂n clasa Rc.

2. Aplicaţia L 7→ ψb(L) = L ∩ Γ pentru L ∈ Rc

ia valori ı̂n clasa Re(Π,Γ0).
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3. Aplicaţia ϕb şi ψb sunt reciproc inverse

Re(Π,Γ0) Rc Re(Π,Γ0).-
ϕb -

ψb

↓ Vom menţiona doar că pentru L ∈ Rc functorul reflector t : C2V → L ∩ Γ verifică egalitatea

t = g · l. ↑
9.3.14. Exemple. Laticea R conţine următoarele subclase proprii:

- Rc (Teorema 9.2.12), R(Eu);
- Rex şi Rex ∩ R(Eu), deoarece Rc ⊂ Rex ∩ R(Eu);
- Rne şi Rne ∩ R(Eu) (Teorema 6.7.10);

- R(Mp) (Teorema 10.1.8). Deoarece QEf (Γ0) = C2V) ([W, 1974], Corollary 5.10), deducem,

că C2V este unica Ef -varietate ı̂n clasa R(Mp);

- Ru(Γ0) şi R(Γ0) (Teorema 9.3.11);

- R(Eu,Mp) care conţine subclasele R(S) şi R(Γ0)).

Figura 9.3.3

9.3.15. Problemă. Este oare R(S) o mulţime?

9.3.16. Vom examina un rezultat mai general decât Teoremele 6.6.10 şi 6.6.14.

Fie (E ,M) ∈ B şi posedă următoarele proprietăţi:

A. Ep ⊂ E (M⊂Mu).

B. Clasa M este (Epi ∩Mu)-coereditară.

C. În clasa R(M) există cel mai mic element Γ̄0.

Fie B(E ,M) clasă elementelor (P , I) ∈ B cu proprietăţile E ⊂ P sau (I ⊂ M) şi clasa P
este (Epi ∩M)-coereditară. Astfel (E ,M) ∈ B(E ,M).
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Teoremă. 1. Aplicaţia

(P , I) 7→ ϕα(P , I) = SI(Γ̄0) pentru (P , I) ∈ B(E ,M)

ia valori ı̂n laticea R(M).

2. Aplicaţia

R 7→ ψα(R) = ((εR) ◦ E ,M∩ (εR)⊥) pentru R ∈ R(M)

ia valori ı̂n laticea B(E ,M).

3. Aplicaţiile ϕα şi ψα sunt reciproc inverse şi stabilesc un antiizomorfism al laticelor

B(E ,M) şi R(M).

B(E ,M) R(M) B(E ,M).-
ϕα -

ψα

4. Fie R ∈ R(M), iar (P , I) = β(R). Morfismul f : X → Y ∈ I atunci şi numai atunci,

când f ∈M şi pătratul

r(f) · rX = rY · f

este cartezian. ↑
Exemple. 1. Elementele clasei Bpb verifică condiţiile A-C ale punctului precedent.

2. Pentru structura de factorizare (Ep,Mu) ∈ Bpb obţinem rezultatele paragrafului 6.6.

9.4. Varietăţi şi operaţiile SB şi QB

9.4.1. Noţiunea de varietate o examinăm ı̂ntr-un aspect mai concret.

Definiţie. Fie (P , I) ∈ B, şi E o clasă de epimorfisme. Subcategoriea V se numeşte

(P , E)-varietate, dacă ea este P-reflectivă şi este ı̂nchisă ı̂n raport cu E-factorobiecte.

d∗ : (I,M)-covarietate.

9.4.2. Notaţii. Fie (P , I) ∈ B, şi E ⊂ Epi. Atunci V(P , E) este clasa (P , E)-varietăţilor

nenule ale categoriei C2V .
V(E) este clasa subcategoriilor reflective ı̂nchise ı̂n raport cu E-factorobiecte.

d∗ : Fie (P , I) ∈ B, şiM⊂Mono. Atunci
c

V(I,M) este clasa subcategoriilor I-coreflective

nenule ı̂nchise ı̂n raport cu M-subobiecte.
c

V(M) este clasa subcategoriilor coreflective ı̂nchise ı̂n raport cu M-subobiecte.

Fie (P , I) şi (E ,M) două structuri de factorizare şi V(P , E) clasa subcategoriilor P-reflecti-

ve ı̂nchise ı̂n raport cu E-factorobiecte.
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d∗ : clasa
c

V(I,M).

9.4.3. Exemple. 1. Pentru orice (P , I), (E ,M) ∈ B, C2V ∈ V(P , E) şi C2V ∈
c

V(I,M).

2. Σ ∈
c

V(Mono, Ef ).
3. S, uN ,N ,Sh ∈ V(Eu, Ef ).
4. Fie (P1, I1), (P2, I2) ∈ B şi P1 ⊂ P2. Atunci V(P1, E) ⊂ V(P2, E) ⊂ V(Epi, E).

5. Fie (E1,M1), (E2,M2) ∈ B şi E1 ⊂ E2. Atunci V(P , E2) ⊂ V(P , E1) ⊂ V(E , Ef ).
9.4.4. Remarcă.Unii autori (vezi [D, M, S, 1972], [W, 1974]) au examinat varietăţi ı̂n

categoria C2V ı̂n sensul V(Eu, Ef ), adică subcategorii reflective ı̂nchise ı̂n raport cu subspaţii

(Mp-subobiecte) şi factorspaţii (Ef -factorobiecte).

9.4.5. Varietăţile Vm. În lucrarea [D, M, S, 1972] sunt expuse următoarele momente.

1. Fie E ∈ |C2V|, şi m un cardinal infinit. Dacă orice vecinătate a lui zero ı̂n E conţine un

subspaţiu de codimensiunea strict mai mică ca m, atunci E se numeşte T (m)-spaţiu.

2. (Teorema 2.2). Fie C clasa T (m)-spaţiilor pentru un cardinal m infinit şi fix. Atunci

V(C) conţine numai T (m)-spaţii.

3. Varietatea T (m)-spaţiilor se notează Vm şi pentru m numerabil Vχ0 = S.
4. (Corolar 2.4). Clasa varietăţiilor V(Eu, Ef ) nu este mulţime.

5. (Teorema 2.7). Variatatea V este generată de un singur obiect atunci şi numai atunci,

când V ⊂ Vm pentru un cardinal infinit m.

6. (Teorema 2.11). O varietate generată de un singur obiect posedă un obiectMp-universal.

9.4.6. Propoziţie. Vm ∈ V(Eu, Epi).
9.4.7. Varietăţile V(ϕm). Tot ı̂n aceeaşi lucrare sunt examinate şi varietăţile V(ϕm).

1. Fie m un cardinal infinit, iar ϕm = K(m), adică ϕm este un spaţiu vectorial m-

dimensional ı̂nzestrat cu cea mai fină topologie local convexă. De asemenea ϕχ0 = ϕ.

2 (Teorema 2.5). Fie n un cardinal inifinit, şi m cel mai mic cardinal mai mare ca n.

(i) ϕn este un obiect Mp-universal pentru V(ϕn).

(ii) V(ϕm) are o singură subvarietate maximală V(ϕn).

(iii) V(ϕm) ∩ Vm = V(ϕn).

3 (Teorema 3.6). V(ϕ) este varietatea cu proprietatea: orice varietate proprie ce conţine

varietatea S conţine şi varietatea V(ϕ).

9.4.8. [W, 1974] (Corolary 5.10). Orice spaţiu local convex este un factorspaţiu a unui

spaţiu complet.

Propoziţie. 1. Pentru orice element Γ ∈ R(Mp) avem QEf (Γ) = C2V .
2. V(εΓ0, Ef ) = {C2V}. ↑
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9.4.9. Teoremă. Fie Π subcategoria spaţiilor complete cu topologie slabă, şi π : C2V → Π

functorul reflector. Atunci:

1. π(Mu) ⊂ Sec.
2. π(Epi) ⊂ Ret.
3. Functorul π : C2V → C2V este exact.

4. Epi Π = Ret Π.

5. Mono Π = Sec Π.

6. (Ret Π,Sec Π) este unica structură de factorizare ı̂n categoria Π.

7. π : C2V → Π nu este un monofunctor.

8. Subcategoria Π este ı̂nchisă ı̂n raport cu Epi-factorobiecte: Π ∈ V(Epi, Epi).
↓ 1. Fie m : X → Y ∈Mu. Examinăm pătratul comutativ

π(m) ·mX = πY ·m. (1)

Deoarece πX este un obiect Mu-injectiv, rezultă că

πX = f ·m (2)

pentru un morfism f.

X

pX pY

Y

pp
X Y

f

g

p( )m

m

Figura 9.4.1

Atunci

f = g · πY (3)

pentru un morfism g. Avem

g · π(m) · πX = (din(1)) = g · πY ·m = (din(3)) = f ·m = (din(2)) = πX ,

i.e.

g · π(m) · πX = πX , (4)
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sau

g · π(m) = 1. (5)

Deci π(m) ∈ Sec.
2. Fie e : X → Y ∈ Epi. Examinăm diagrama comutativă

π(e) · πX = πY · e. (1)

Atunci π(e) ∈ Epi. Fie

π(e) = m · p. (2)

(Ef ,Mono)-factorizarea morfismului respectiv, şi

m = i · b (3)

(Eu,Mp)-factorizarea morfismului m. Subcategoria Π este ı̂nchisă ı̂n raport cu Ef -factorobiecte,

([Gr, 1973], part 1, §6, Proposition 13, Corolary), deci Z ∈ |Π|. Mai departe, b este o aplicaţie

bijectivă, iar topologia spaţiilor din subcategoria Π este cea mai slabă topologie local convexă

Hausdorff ([Gr, 1973], part 1, §6, Propozition 11). Deci b ∈ Iso. Obiectele subcategoriei Π sunt

Mu-injective, iar i ∈Mp. Deci i este secţionabil. Deoarece i ∈ Epi, deducem că i ∈ Iso. Astfel

π(e) ∈ Ef . Atunci π(e) admite un invers de stânga ([Gr, 1973], part 1, §6, Propozition 3).

X

pX pY

Y

TZ

pp

m

X Y

p( )e

Figura 9.4.2

3. Rezultă din p.1 şi p.2.

4. Rezultă din p.2.

5. Rezultă din ([Gr, 1973], part 1, §6, Exercise 1b)).

6. Rezultă din p.4 şi p.5.

7. Fie m : X → Y ∈Mono C2V şi fie că m /∈Mu. Dacă π(m) ∈Mono Π = Π∩Mono C2V ,
atunci π(m) ∈ Sec, şi deci π(m) · πX ∈Mu, iar din egalitatea

π(m) · πX = πY ·m (8)
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rezultă că m ∈Mu.

8. Fie A ∈ |Π|, p : A → X ∈ Epi, iar π : X → πX Π-replica obiectului X. Atunci

πX · p ∈ Epi. Deci πX · p este o retracţie, iar cu el şi πX este o retracţie. Dar πX ∈ Epi. Deci

πX ∈ Iso. ↑
9.4.9*. În categoria C2V este adevărată Teorema duală.

Teoremă. Fie Σ subcategoria spaţiilor cu cea mai fină topologie local convexă, şi σ : C2V →
Σ functorul coreflector. Atunci:

1. σ(Eu) ⊂ Ret.
2. σ(Mono) ⊂ Sec.
3. Functorul i · σ : C2V → C2V este exact.

4. EpiΣ = RetΣ.
5. MonoΣ = SecΣ.
6. (RetΣ,SecΣ) este unica structură de factorizare ı̂n categoria Σ.

7. σ nu este un epifunctor.

8. Subcategoria Σ este ı̂nchisă ı̂n raport cu Mono-subobiecte: Σ ∈
c

V(Mono,Mono).

↓ 1. Fie p : X → Y ∈ Eu. Atunci σ(p) ∈ Eu şi orice operator liniar invers la stânga lui p este

continuu. Deci σ(p) ∈ Ret.
2. Dacă m : X → Y ∈ Mono, atunci σ(m) ∈ Mono. Deci σ(m) ∈ Sec ([Gr, 1973], part 1,

§6, Proposition 10).

3-6. Evident.

7. Fie p : X → Y ∈ Epi şi p 6∈ Eu. Dacă σ(p) ar fi un epimorfism, atunci, conform p.4,

σ(p) ∈ RetΣ, şi σY · σ(p) ∈ Eu. Deci p ∈ Eu ı̂n baza egalităţii

σ(p) · σX = σY · p. (1)

8. În baza p.2.↑
9.4.10. Teoremă. 1. Fie (P , I) o structuă de factorizare cu clasa de injecţii I stabilă

la dreapta. De exemplu, (P , I) = (Eu,Mp) sau ((Mp ◦ B)x,Mp ◦ B) cu B ∈ Bic. Atunci

SI(Π) ∈ V(Epi).
1∗. Fie (P , I) o structură de factorizare cu clasa de proiecţii P stabilă la stânga. De exemplu,

(P , I) = (Bx,B ◦ Ef ) cu B ∈ Bic. Atunci QP(Σ) ∈
c

V (Mono).

↓ 1. Fie A ∈ |SI(Π)| şi e : A → X ∈ Epi. Există un obiect Z ∈ |Π| şi un morfism

i : A→ Z ∈ I. Dacă

e′ · i = i′ · e (1)
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este pătratul cocartezian construit pe morfismele e şi i, atunci e′ ∈ Epi şi i′ ∈ I. În virtutea

Teoremei 9.4.9 p.8 T ∈ |Π| şi X ∈ |SI(Π)|. ↑

A X

TZ

Figura 9.4.3

Corolar. 1. S ∈ V(Epi).
2. Fie (A, t) ∈ |S|, (A, σ(t))-Σ-coreplica lui (A, t) şi (A, sσ(t))) S-replica lui (A, σ(t)). Orice

topologie local convexă u cu s(t) ≤ u ≤ sσ(t) este o topologie slabă. ↑
9.4.11. Notaţii. Fie (P , I) şi (E ,M) două structuri de factorizare ı̂n categoria C2V , şi

C o subcategorie. Stabilim VP,E(C) cea mai mică subcategorie P-reflectivă ı̂nchisă ı̂n raport cu

E-factorobiecte care conţine subcategoria C.
9.4.12. Teoremă. 1. Fie (P , I) o structură de factorizare cu clasa I stabilă la dreapta,

(E ,M) o structură de factorizare cu clasa de proiecţii E completă la stânga şi C ⊂ C2V . Atunci

QESIP (C) = SIQEP (C).

2. Fie (P , I) ∈ B, (E ,M) o structură de factorizare cu clasa de proiecţii E completă la

stânga, şi C ⊂ C2V . Atunci

VP,E(C) = QESIP (C).

↓ QESIP (C) ⊂ SIQEP (C). Fie Z ∈ |QESIP (C)|. Există atunci un obiect A ∈ |P (C)| şi

morfismele i : X → A ∈ I, e : X → Z ∈ E . Fie

i′ · e = e′ · i (1)

pătratul cocartezian construit pe morfismele i şi e. Atunci e′ ∈ E şi i′ ∈ I, iar Z ∈ |SIQEP (C)|.
SIQEP (C) ⊂ QESIP (C). Demonstraţie duală.

2. În primul rând, SIP (C) ⊂ VP,E(C). Deci şi QESIP (C) ⊂ VP,E(C). În rândul doi,

QESIP (C) ı̂n baza p.1 este o subcategrie P-reflectivă.

Astfel am demonstrat că

VP,E(C) = QESIP (C). ↑
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9.4.13. Remarcă. Teorema 1.1 din lucrarea [D, M, S, 1971] este cazul când (P , I) =

(Eu,Mp) şi (E ,M) = (Ef ,Mono) :

v(C) = QEf SMpP (C) = SMpQEfP (C).

9.4.14. Lemă. Fie (A>,A) o structură de factorizare de stânga, A ⊂ Mu şi B o clasă

completă la stânga. Atunci SAQB(R) ⊂ QBSA(R) pentru orice R ∈ R.
↓ SA(T ) ∈ R pentru orice T ∈ R (Lema 6.4.7 p.1) şi QB(T ) ∈ R pentru orice T ∈ R (Lema

6.4.7. p.2).

SAQB(R) ⊂ QBSA(R). Fie A ∈ |SAQB(R)|. Există atunci obiectul Z ∈ |R| şi morfismele

b : Z → X ∈ B şi a : A→ X ∈ A. Construim pătratul cocartezian

a · b′ = b · a′, (1)

unde b′ : P → A. Atunci a′ ∈ A, b′ ∈ B şi ∈ QBSA(R)|. ↑

X

P

A

Z

b

AÎa

b¢

a ¢

Diagrama 9.4.4

9.4.14*.Lemă. Fie R ∈ R(Eu),A = εR şi B o clasă completă la dreapta. Atunci

QASB(K) ⊂ SBQA(R) pentru orice K ∈ K. ↑
9.4.15. Teoremă. Fie B ∈ Bic şi R ∈ R. Atunci:

1. SB(R) ∈ Rs(B).

2. QB(R) ∈ Rf (B).

3. SBQB(R) = QBSB(R) şi SBQB(R) ∈ Rs
f (B).

↓ 1 şi 2 din Lemma 6.4.7.

3. SBQB(R) ⊂ QBSB(R). Avem R ⊂ SB(R). Deci QB(R) ⊂ QBSB(R) şi SBQB(R) ⊂
SBQBSB(R) ⊂ (conform Lemei 9.4.14) ⊂ QBSBSB(R) = QBSB(R).

În varianta duală QBSB(R) ⊂ SBQB(R). Definitiv SBQB(R) = QBSB(R). ↑
9.4.15*. Teoremă. Fie B ∈ Bic şi K ∈ K. Atunci:
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1. SB(K) ∈ Ks(B).

2. QB(K) ∈ Kf (R).

3. SBQB(K) = QBSB(K) şi SBQB(K) ∈ Ks
f (B). ↑

9.4.16. Corolar. Avem următoarele diagrame comutative pentru B ∈ Bic. ↑

)(Bs
R )(Bs

K

)(BfR )(BfK

)(Bs
fR )(Bs

fKR K

BQ BQ

BQ BQ

BS BS

BBBB SQQS = BBBB SQQS =

BS BS

a) b)

Figura 9.4.5

9.4.17. Următoarea Teoremă permite de a construi SB(R)-replica şi QB(R)-replica unui

obiect arbitrar X ∈ |C2V|.
Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc,B ∈ εL, şi R ∈ R. Atunci:

1. SB(R) = K ∗d R (vezi 11.1).

2. QB(R) = K ∗dc R (vezi 11.3).

↓ 1. Fie X ∈ |C2V|, rX : X → rX R-replica lui X, şi

rX = bX · pX (1)

(B>,B)-factorizarea lui rX . Deoarece rX ∈ Epi şi bX ∈ Mu rezultă că pX ∈ Epi. Se verifică

uşor că pX este SB(R)-replica lui X.

2. Fie kX : kX → X K-coreplica lui X, rkX : kX → rkX R-replica lui kX şi

tX · kX = pX · rkX (2)

pătratul cocartezian construit pe morfismele kX şi rkX . Deoarece kX ∈ B, rezultă că pX ∈ B.
Deci T ∈ |QB(R)|. Să verificăm că tX este QB(R)-replica lui X. Fie Z ∈ |R|, b : Z → Y ∈ B şi

f : X → Y ∈ C2V . Atunci

f · kX = b · g (3)

pentru un g. Deoarece Z ∈ |R|
g = u · rkX (4)
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pentru un u. Se verifică egalitatea

(b · u) · rkX = f · kX . (5)

Deci

f = v · tX , (6)

b · u = v · pX (7)

pentru un v. Astfel f se extinde prin tX . ↑

ZrkXkX

g

f

v

r u

b

kX

k
X p

X

t X

X T Y

Figura 9.4.6

9.4.17*. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc,B = εL şi T ∈ K. Atunci:

1. QB(T ) = T ∗s L.
2. SB(T ) = T ∗sc L. ↑
9.4.18. Examinăm condiţiile:

a. (εL) ∩ E = Iso.
b. Clasa E este stabilă la stânga.

c. Clasa M este (εL)-coereditară.

Lemă. Examinăm afirmaţiile:

1. l(E) ⊂ E .
2. Pentru e : X → Y ∈ E pătratul

lY · e = l(e) · lX (1)

este cocartezian.

3. L ∈ V(E).

4. (εL) ◦ E ⊂ E ◦ (εL).

5. (εL) ◦ E = E ◦ (εL).

6. (E ◦ (εL), (εL)x ∩M) este o structură de factorizare ı̂n categoria C2V .
7. Clasa (εL)⊥ este (E ,M)-coereditară.

Cu condiţiile a, b, c ı̂n cazurile respective sunt adevărate echivalenţele:
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13

a b c
2 4 6 75

În particular, dacă (E ,M) = (Ef ,Mono), atunci condiţiile a, b şi c se ı̂ndeplinesc şi

afirmaţiile 1-7 sunt echivalente, iar condiţia 2 poate fi formulată astfel:

2′. Functorul l : C2V → L este exacr la dreapta.

↓ 1⇒ 2. Fie e : X → Y ∈ E şi

e′ · lX = b · e (2)

pătratul cocartezian construit pe morfismele lX şi e. Atunci

l(e) = t · e′ (3)

lY = t · b (4)

pentru un t. Avem b ∈ εL. Deci şi t ∈ εL. Din egalitatea (3) rezultă că t ∈ E . Astfel t ∈
E ∩ (εL) = Iso (condiţaia a).

lX

X

lY

T

Y
b

l e( )

e

e
l

X l
t

Y

Figura 9.4.7

2⇒ 1. Deoarece clasa E e stabilă la dreapta.

2 ⇒ 3. Fie e : X → Y ∈ E . În pătratul cocartezian (1), dacă X ∈ |L|, atunci lX ∈ Iso şi

lY ∈ Iso. Deci Y ∈ |L|.
3 ⇒ 2. Fie e : X → Y ∈ E . În pătratul cocartezian (2) e′ ∈ E . Deci T ∈ |L| şi t ∈ Iso.

Astfel (1) este un pătrat cocartezian.

1 ⇒ 4. Fie e : X → Y ∈ E , b : Y → Z ∈ εL şi lZ : Z → lZ L-replica lui Z. Atunci

lZ · b : Y → lZ este L-replica lui Y. Mai departe, fie

l(e) · b1 = lZ · e′ (5)

pătratul cartezian contruit pe morfismele l(e) şi lZ .
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lX

X
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P
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Z
b
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1
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l

X

l

p

Z

Figura 9.4.8

Atunci

lX = b1 · p, (6)

b · e = e′ · p (7)

pentru un morfism p. Atunci e′ ∈ E (condiţia b) şi b1 ∈ Mu. Deoarece clasa Epi este Mu-

ereditară din egalitatea (6), rezultă că p ∈ εL şi egalitatea (7) este descompunerea necesară.

4⇒ 1. Fie e : X → Y ∈ E . Atunci

lY · e = q · b (8)

cu q ∈ E şi b ∈ εL. Deci

lX = u · b (9)

pentru un u şi

q = l(e) · u. (10)

Din egalitatea (7) avem l(e) ∈ E .

X Y

lY

l l

u q

e

l e( )

b

X Y

lX

Figura 9.4.9

4⇒ 5. E ◦ (εL) ⊂ (εL) ◦ E . Fie b : X → Y ∈ εL, e : Y → Z ∈ E ,

e · b = m1 · e1. (11)

m1 = i1 · b1 (12)
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(E ,M)-factorizarea şi (εL, (εL)⊥)-factorizarea morfismelor respective. Atunci

b1 · e1 = t · b, (13)

i1 · t = e (14)

pentru un t. Deoarece clasa M este (εL)-coereditară (condiţia c) din (12), rezultă că i1 ∈ M.

Din egalitatea (11) avem i1 ∈ E , sau i1 ∈ E ∩M = Iso. Deci

e · b = (i1 · b1) · e1 (15)

cu i1 · b1 ∈ εL şi e1 ∈ E .

X Y

Z

t

i

m

b

e e

1

1

1

1

b

Figura 9.4.10

5⇒ 4 şi 6⇒ 5. Evident.

5⇒ 6. A se vedea Teorema 2.7.3 implicaţia 3⇒ 4.

5⇒ 7. Fie f : X → Y ∈ (εL)⊥,

f = m · e (16)

(E ,M)-factorizarea morfismului f şi

m = i · b (17)

(εL, (εL)⊥)-factorizarea lui m. Atunci

b · e = e1 · b1 (18)

cu e1 ∈ E şi b1 ∈ εL, sau

f = i · e1 · b1 (19)

şi, deoarece clasa (εL)⊥ este ereditară (Teorema 2.4.3 p.8), avem b1 ∈ (εL)⊥, sau b1 ∈ (εL)⊥ ∩
(εL) = Iso. Din (17) deducem că b ∈ M şi din (18), că b ∈ E . Astfel b ∈ E ∩M = Iso, şi

m ∈ (εL)⊥.
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Figura 9.4.11

7⇒ 4. Fie e : X → Y ∈ E , b : Y → Z ∈ εL şi

b · e = i1 · b1, (20)

i1 = m2 · e2 (21)

(εL, (εL)⊥)-factorizarea şi (E ,M)-factorizarea morfismelor respective. Atunci m2 ∈ (εL)⊥.

Deoarece e ⊥ m2 avem

e2 · b1 = t · e, (22)

b = m2 · t. (23)

Din (22) rezultă că t ∈ Epi şi din (23), că t ∈ εL. Atunci şi m2 ∈ εL. Astfel m2 ∈ (εL)∩(εL)⊥ =

Iso şi

b · e = (m2 · e2) · b1 (24)

cu m2 · e2 ∈ E şi b1 ∈ εL.

X Y Z

t mb

b

e

e

1

2

2

Figura 9.4.12

2 ⇒ 2′ (cu condiţia (E ,M) = (Ef ,Mono)). Fie e ∈ Ef , k = Ker e şi o să verificăm că

l(e) = cok l(e). Dacă

f · l(k) = 0, (25)

atunci

f · lX · k = 0 (26)
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şi

f · lX = g · e (27)

pentru un g, deoarece e = cok k. Astfel

f = t · l(e), (28)

g = t · lY (29)

pentru un t.

XK Y

lY

Z

l

k

l l

f

l k( ) l e( )

e

g

t

K X Y

lK lX

Figura 9.4.13

2′ ⇒ 2. Fie e : X → Y ∈ Ef şi

e′ · lX = b · e (30)

pătratul cocartezian construit pe morfismele e şi lX . Atunci

l(e) = t · e′, (31)

lY = t · b (32)

pentru un t. Din (31) rezultă că t ∈ Ef , iar din (32), că t ∈ εL. Astfel t ∈ Ef ∩ (εL) ⊂
Ef ∩Mono = Iso. ↑
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Figura 9.4.14
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9.4.18*. Examinăm condiţiile:

a. (µK) ∩M = Iso.
b. Clasa M este stabilă la dreapta.

c. Clasa E este (µK)-ereditară.

Lemă. Fie K ∈ K şi (E ,M) ∈ B. Examinăm afirmaţiile:

1. k(M) ⊂M.

2. Pentru m : X → Y ∈M pătratul

m · kX = kY · k(m)

este cartezian.

3. K ∈
c

V (M).

4. M◦ (µK) ⊂ (µK) ◦M.

5. M◦ (µK) =M◦ (µK).

6. ((µKq ∩ E , (µK ◦M) este o structură de factorizare ı̂n categoria C2V .
În condiţiile a, b şi c sunt adevărate echivalente:

13

a b c
2 4 6 75

În particular, dacă (E ,M) = (Epi,Mf ), atunci condiţiile a, b şi c sunt adevărate şi

afirmaţiile 1-7 sunt echivalente, iar condiţia (2) poate fi formată astfel:

2′. Functorul coreflector k : C2V → K este exact la stânga. ↑
9.4.19. Exerciţii. Fie L ∈ R(Eu). Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. (εL) ◦ Ef ⊂ Ef ◦ (εL).

2. (εL) ◦ Ef = Ef ◦ (εL).

3. ((εL) ◦ Ef , (εL)x) este o structură de factorizare ı̂n categoria C2V .
4. Fie (K,L) ∈ Pc,L ∈ V, T ∈ K, T ⊂ K şi B = εL. Atunci:

a) QB(T ) ∈ K (vezi Teorema 9.4.21 p.4).

b) K-coreplica şi T -coreplica oricărui obiect din QB(T ) coincid.

c) QB(T ) ∩ K,QB(T ) ∩ L este o pereche de subcategorii conjugate a categoriei QB(T ).

4*. Fie (K,L) ∈ Pc,K ∈
c

V, .R ∈ R,R ⊂ L şi B = εL. Atunci:

a) SB(R) ∈ R.
b) L-replica şi R-replica oricărui obiect din SB(R) coincid.

c) (SB(R) ∩ K,SB(R) ∩ L) este o pereche de subcategorii conjugate a categoriei SB(R).

9.4.20. Notaţii. Fie (E ,M) ∈ B şi B ∈ Bic.
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Vs(B, E) = Rs(B) ∩ V(E);
c

V s(B,M) = Ks(B)∩
c

V(M);

Vf (B, E) = Rf (B) ∩ V(E);
c

V f (B,M) = Kf (B)∩
c

V(M);

Vs
f (B, E) = Rs

f (B) ∩ V(E).
c

V s
f (B,M) = Vs

f (B)∩
c

V(M).

Fie Bir clasa subcategoriilor bireflective (reflective şi coreflective concomitent): Bir = K∩R
(vezi [W, 1974]).

Pentru B ∈ Bic notăm cu Birs(B) (respectiv Birf (B) clasa elementelor din Bir ı̂nchise ı̂n

raport cu B-subobiectele (respectiv: B-factorobiecte) şi Birsf (B) = Birs(B) ∩ Birf (B).

Fie (E ,M) ∈ B şi B ∈ Bic. Notăm

Bir(E) = Bir ∩ V(E);
c

Bir (M) = Bir∩
c

V (M);

Birs(B, E) = Birs(B) ∩ V(E);
c

Bir s(B,M) = Birs(B)∩
c

V (M);

Birf (B, E) = Birf (B) ∩ V(E);
c

Bir f (B,M) = Birf (B)∩
c

V (M);

Birsf (B, E) = Birs(B, E) ∩ Birf (B, E).
c

Bir sf (B,M) =
c

Bir
s

(B,M)∩
c

B irf (B,M).

9.4.21. Teoremă. Fie L ∈ R, (E ,M) ∈ B, E ∩ (εL) = Iso şi clasa E stabila la stânga.

Pentru R ∈ R sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. QESB(R) ⊂ SBQE(R).

2. Dacă L ∈ Rc, atunci QESB(R) = SBQE(R).

3. Dacă L ∈ V(E), atunci QBQE(R) = QEQB(R).

4. Dacă L ∈ Rc şi L ∈ V(E), atunci următoarea diagramă este comutativă.
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R

)(BfR ),( EBfV

),( EB
s

V)(EV
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),( EB
s
fVR

BQ

BQ

BQ

BQ

EQ

EQ

EQ

EQ

BS

BS
BS

BS

Figura 9.4.15

↓ 1. Fie A ∈ |QESB(R)|. Există un obiect Z ∈ |R| şi morfismele b : X → Z ∈ B şi

q : X → A ∈ E . Construim pătratul cocartezian

q′ · b = b′ · q. (1)

unde q′ : Z → T. Atunci q′ ∈ E , b′ ∈ B şi A ∈ |SBQE(R)|.
2. Fie B ∈ Bic şi o să demonstrăm incluziunea SBQE(R) ⊂ QESB(R). Fie A ∈ |SBQE(R)|.

Exisă un obiect Z ∈ |R| şi morfismele q : Z → X ∈ E şi b : A→ X ∈ B. În pătratul cartezian

b · q′ = q · b′ (2)
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b′ ∈ B şi q′ ∈ E . Deci A ∈ |QESB(R)|.
3. Conform echivalenţei punctelor 1 şi 4 ale Lemei 9.4.18.

4. Egalitatea QESB(R) = SBQE(R) rezultă din p.2. Egalitatea QBQE(R) = QEQB(R) din

p.4. Egalitatea SBQB(R) = QBSB(R) rezultă din p. 3 al Teoremei 9.4.15.

Pentru R ∈ R şi B ∈ Bic, avem SB(R) ∈ R (Teorema 9.4.15 p.1), QB(R) ∈ R (p.2). Mai

departe QE(R) ∈ R (Lema 6.4.7 p.2). ↑
9.4.21*. Teoramă. Fie K ∈ K, (E ,M) ∈ B, M ∩ (µK) = Iso şi clasa M stabilă la

dreapta. Pentru R ∈ R sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. SMQB(T ) ⊂ QBSM(T ).

2. Dacă K ∈ Kc, atunci SMQB(T ) = QBSM(T ).

3. Dacă K ∈
c

V (M), atunci SMQB(T ) ⊂ QBSM(T ).

4. Dacă K ∈ Kc, K ∈
c

V (M), atunci următoarea diagramă este comutativă. ↑

)(Bs
K

)(BfK ),( M\Bf

c

V

),( MB
s

c

V)(M
c

V

)(Bs
fK

),( MB
s
f

c

V
K

BQ

BQ

BQ

BQ

MS
MS

MS

MS
BS

BS
BS

BS

Figura 9.4.16

9.4.22. Teoremă. Fie B ∈ Bic şi (E ,M) ∈ B.
1. Dacă E este o clasă completă la stânga, atunci:

a) clasa Vs
f (B, E) este un grupoid ı̂n raport cu operaţia R ∗ T = QE(λR(T )) pentru R, T ∈

Vs
f (E ,B);

b) clasa Ks
f (B) ∩ K(M) este un grupoid ı̂n raport cu operaţia U ∗ V = QE(λ∗U(V)) pentru

U ,V ∈ Vs
f (B) ∩K(M).

1∗. Dacă M este o clasă completă la dreapta, atunci:

a) clasa
c

V s
f (B,M) este un grupoid ı̂n raport cu operaţia U ∗ V = SM(λ∗U(V)) pentru

U ,V ∈
c

V s
f (B,M);

b) clasa Rs
f (B ∩ R(E) este un grupoid ı̂n raport cu operaţia R ∗ T = SM(λR(T )) pentru

R, T ∈ Rs
f (B) ∩ R(E).

↓ 1 a). Pentru R, T ∈ Vsf (B, E) avem λR(T ) ⊂ Rs
f (B) (Teorema 12.8.1) şi QE(λR(T )) ∈

c

V s
f (B, E) (Teorema 9.4.21). ↑
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9.4.23. Teoremă. Fie B ∈ Bic şi A ∈ Bir. Atunci:

1. SB(A) ∈ Bir.
2. QB(A) ∈ Bir.
3. SBQB(A) = QBSB(A).

4. Următoarea diagramă este comutativă. ↑

)(Bs
irB

)(Bs
firB

)(BfirB

B

BQ

BQ

BS

BBBB SQQS =

BS

ir

Figura 9.4.17

9.4.24. Teoremă. 1. Fie (E ,M) ∈ B, L ∈ Rc, L ∈ V(E), E ∩ εL = Iso şi clasa E este

completă la stânga. Atunci următoarea diagramă este comutativă, unde B = εL.

)(EB ),( EB
s

irB

)(Bs
irB

),( EB
s
firBr),( EBfirBr)(BfirBr

)(Bs
firBr

B

BQ

BQ

BQ

BQ

EQ

EQ

EQ

EQ

BS

BS
BS

BS

ir

ir

Figura 9.4.18

1*. FIe (E ,M) ∈ B, K ∈ Kc, K ∈
c

V (M), M∩ µK = Iso şi clasa M este completă la

dreaptă. Atunci următoarea diagramă este comutativă, unde B = µK. ↑

MSMS

MS

MS

)(MB ),( MB
sirB

)(BsirB

),( MB
s
firBr

),( MBfirBr)(BfirBr

)(Bs
firBr

B

BQ

BQ

BQ

BQ

BS

BS
BS

BS

ir

ir

c

cc

c

Figura 9.4.19
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9.4.25. Exerciţii. Fie B ∈ Bic.
1. Dacă R ∈ Rs(B), atunci QB(R) ∈ Rs

f (B.
2. Dacă R ∈ Rf (B), atunci SB(R) ∈ Rs

f (B).

3. Dacă R ∈ Rs(εS) ∩ Rf (B), atunci QB(R) ∈ Rs(εS) ∩ Rf (B).

4. Dacă Γ ∈ R(Mp), atunci QB(Γ) ∈ Rs(εS) ∩ Rf (B).

↓ 1. Avem QB(R) = QBSB(R) = SBQB(R).

2. Avem SB(R) = SBQB(R) = QBSB(R).

3. Fie A ∈ |R|, b : A→ X ∈ B, b1 : Y → X ∈ εS, şi

b · b′1 = b1 · b′ (1)

pătratul cartezian construit pe morfismele b şi b1, unde b′ : P → Y. Atunci b′1 ∈ εS şi deci

P ∈ |R|. Astfel b′ ∈ B şi Y ∈ |R|.
4. Deoarece Γ ∈ Rs(εS). ↑
9.4.26. Exerciţii. Fie (K,L) ∈ Pc, şi B = εL.
1. Fie R ⊂ R1 ⊂ SB(R). Atunci SB(R) = SB(R1).

2. Fie R ⊂ R1 ⊂ QB(R). Atunci QB(R) = QB(R1).

3. Fie R ⊂ R1 ⊂ SBQB(R). Atunci SBQB(R) = SBQB(R1).

4. Fie R ∈ Rf (εL). Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) X ∈ |SB(R)|;
b) lX ∈ |R|.

5. Fie R ∈ Rs(εL). Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) X ∈ |QB(R)|;
b) kX ∈ |R|.

6. Fie R ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) X ∈ |SBQB(R)|;
b) există un obiect A ∈ |R| astfel ı̂ncât lX ∼ lA;

c) există un obiect B ∈ |R| astfel ı̂ncât kX ∼ kA.

7. Pentru orice element Γ ∈ R(Mp) următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) X ∈ |QB(Γ)|;
b) kX ∈ |Γ|.

9.4.27. Exerciţii. Fie K ∈ K.
1. Dacă M̃ ⊂ K şi Γ ∈ R(Mp), atunci SµK(Γ) = Γ.

2. QµK(Γ) ∈ Rs(εS) ∩ Rf (µK) pentru orice Γ ∈ R(Mp).

3. Dacă εR ⊂ µK, atunci pentru orice Γ ∈ R(Mp) QµK(Γ) ∈ Rs
f (εR).
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4. Fie R ∈ Rs(εΓ0) şi B ∈ Bic. Atunci SB(R) ∈ Rs(εΓ0), şi QB(R) ∈ Rs(εΓ0).

5. Fie (E ,M) o structură de factorizare de dreapta, B ∈ Bic şi R ∈ R(E). Atunci QB(R)

este ı̂nchisă ı̂n raport cu M-subobiecte. Deci QB(R) ∈ R(E).

6. Fie R ∈ Rs(εL), şi R1 = QB(R). Atunci pentru orice obiect A al subcategoriei K R-

replica şi R1-replica obiectului A sunt izomorfe. În particular, r · k ∼ r1 · k.
7. Fie R ∈ Rf (εL), R1 = SB(R). Atunci:

- l · r ∼ l · r1;
- k · r ∼ k · r1.
8. Fie B ∈ Bic. Atunci SB(Π) = QB(Π) = Π

9. Fie Γ ∈ R(Mp). Atunci pentru orice B ∈ Bic :

- SB(Γ) = Γ.

- QB(Γ) ∈ Rs
f (B).

10. Fie R ∈ R,L ∈ V(P , Epi), iar t : C2V → R ∩ L functorul reflector. Atunci t = r · l =

r · l · r.
9.4.28. Exerciţii. 1. În categoria C2V există următoarele clase complete la stânga şi la

dreapta (B ∈ Bic) :

a) Ef . b) Mf . c) Eu. d) Mu.

e) Mp.Mf B ◦ Ef . g) Mf ◦ B. h) Mp ◦ B.
2. Fie A o clasă completă la stânga. Atunci SA : R→ R.
3. Fie A o clasă completă la dreapta. Atunci QA : K→ K.
4. Fie U şi V două clase de morfisme ale categoriei C2V , C ⊂ C2V şi (P , I) ∈ B.
a) Dacă U şi V sunt clase stabile la stânga, atunci SUQV(C) ⊂ QVSU(C).
Dacă clasa V este completă la stânga, atunci QV : P(P)→ V(P ,V).

b) Dacă U şi V sunt clase stabile la dreapta, atunci QVSU(C) ⊂ SUQV(C).
Dacă clasa U este completă la dreapta, atunci: SU : K(I)→ Vc(I,U).

c) Dacă U şi V sunt clase stabile la stânga, atunci SUQV(C) = QVSU(C).
Dacă U şi V sunt clase complete la stânga şi la dreapta, atunci: SUQV : R → V(V),

SUQV : K→
c

V (U).

9.4.29. Exerciţii. Fie (P , I) ∈ B. Avem următoaree aplicaţii:

1. QEu : R(P)→ V(P , Eu),
2. QEf : R(P)→ V(P , Ef ),
3. QB◦Ef : R(P)→ V(P ,B ◦ Ef ),B ∈ Bic.
4. Fie (E ,M) ∈ B. Atunci QEu∩M : R(P)→ V(P , Eu ∩M).

5. SMf
: K(I)→

c

V (I,Mf ).
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6. SMp : K(I)→
c

V (I,Mp).

7. SMf◦B : K(I)→
c

V (I,Mf ◦ B),B ∈ Bic.
8. SMp◦B : K(I)→

c

V (I,Mp ◦ B),B ∈ Bic.
9.4.30. Exerciţii. 1. Fie K ∈ K,M̃ ⊂ K,B ∈ Bic şi B ⊂ µK. Atunci SB(R) ∈ R pentru

orice R ∈ R.
1*. Fie R ∈ R,S ⊂ R şi B ⊂ εR. Atunci QB(K) ∈ K pentru orice K ∈ K.
2. Fie B ∈ Bic,K ∈ K şi B ⊂ µK. Atunci QB(K) ∈ Ks

f (B). În particular, dacă K ⊂ M̃ şi

B ∈ Bic, atunci QB(K) ∈ Ks
f (B).

2*. B ∈ Bic,R ∈ R şi B ⊂ εR. Atunci SBR ∈ Rs
f (B. În particular, dacă R ⊂ S şi B ∈ Bic,

atunci SBR ∈ Rs
f (B.

3. Fie B ∈ Bic, (E ,M) ∈ B şi K ∈
c

V (M). Atunci QS(K) ∈
c

V (M). În particular, dacă

B ∈ Bic, atunci QB(Σ) ∈
c

V (Mono) ∩Ks
f (B).

3*. Fie B ∈ Bic, (E ,M) ∈ B şi R ∈
c

V (E). Atunci SB(R) ∈ V(E) ∩ Rs
f (B). Menţionăm, că

pentru B ∈ Bic are loc SB(Π) = QB(Π) = Π şi SB(Σ) = Σ.

9.4.31. Probleme. 1. Este proprie clasa

{QB(Γ0) | B ∈ Bic}?

2. Este proprie clasa

{QεS(Γ) | Γ ∈ R(Mp)}?

3. Pentru care elemente B ∈ Bic clasa

{QB(Γ) | Γ ∈ R(Mp)}

este proprie?

4. Pentru care subcategorii Γ ∈ R(Mp) clasa

{QB(Γ) | B ∈ Bic}

este proprie?

În clasa R(Eu,Mp) sunt cunoscute două Ef -varietăţi: subcategoria Π şi ı̂nsăşi categoria C2V .
În legătură cu aceasta formulăm urătoarele probleme.

5. Fie R ∈ R(Eu,Mp) şi R 6= Π. Este adevărat oare că QEf (R) ∈ R(Eu)?
6. Fie R ∈ R(S) şi R 6= Π. Atunci QEf (R) = S?

7. E ştiut, că QEf (Γ0) = C2V . Fie R ∈ R(Γ0) şi R 6= Γ0. Atunci QEf (R) = C2V?
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9.4.32. Teoremă. 1. Fie (P , I) ∈ B, iar E o clasă de epimorfisme ı̂nchisă ı̂n raport cu

produsele şi stabilă la stânga. Atunci pentru orice element R ∈ R(P) subcategoria QE(R) de

asemenea este P-reflectivă: QE(R) ∈ R(P). Astfel QE defineşte o aplicaţie

QE : R(P)→ V(P , E). ↑

9.4.33. Definiţie. 1. O subcategorie c-reflectivă ce este Ef -varietate se numeşte c-varietate.

1∗. O subcategorie c-coreflectivă ce este o Mf -covarietate se numeşte c-covarietate.

Teoremă. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) L este o c-varietate;

b) functorul reflector l : C2V → C2V este exact.

1∗ Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) K este o c-covarietate;

b) functorul coreflector k : C2V → C2V este exact.

↓ 1.a⇒ b. Fie

X Y Z-m -
q

un şir exact. Examinăm diagrama comutativă

X ZY

lY

l

m

l l

l m( ) l q( )

q

ZX Y

lZlX

Figura 9.4.20

Atunci l(q) ∈ Ef şi, deoarece pătratul din dreapta este cocartezian, rezultă că l(q) =

cok l(m). Să verificăm că linia de jos este un şir exact la stânga. Fie

l(q) · f = 0. (1)

Dacă (K,L) ∈ Pc atunci

f · kA = lY · g (2)

pentru un g. Avem

0 = l(q) · f · kY = lZ · q · g (3)
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sau

q · g = 0 (4)

şi

g = m · t (5)

pentru un t. Avem

X Y

lY

Z

kAA

l

m

l l

k

f

l m( ) l q( )

q

g

u

t

ZX Y

A

lZlX

Figura 9.4.21

f · kA = (din (2)) = lY · g = (din (7)) = lY ·m · t = l(m) · lX · t

i.e

f · kA = l(m) · lX · t (6)

cu kA ∈ Epi şi l(m) ∈Mf . Astfel kA ⊥ l(m) şi

f = l(m) · u, (7)

lX · t = u · kA (8)

pentru un u. Deci f se factorizează prin l(m).

b⇒ a. Evident. ↑

9.5. Subcategoriile definite de un element al clasei Bic

9.5.1. Fie B ∈ Bic. Atunci B determină următoarele patru structuri de factorizare la care

o să apelăm:

(Eu ∩ B>,Mp ◦ B) structură de factorizare cu clasa de injecţii completă la dreapta;

(B ◦ Ep,Mu ∩ B⊥) structură de factorizare cu clasa de proiecţii Mu-ereditară;

(B,B⊥) structura de factorizare de dreapta cu clasa de proiecţii completă la stânga;
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(B>,B) structură de factorizare de stânga cu clasa de injecţii completă la dreapta.

Clasa B determină o pereche de subcategorii conjugate (K,L), unde K = λ∗(B) şi L = λ(B).

K-coreplica obiectului X ∈ |C2V| se obţine prin (Eu∩B>,Mp ◦B)-factorizarea, sau (B>,B)-

factorizarea M̃-coreplicii, sau Σ-coreplicii obiectului X.

L-replica obiectului X ∈ |C2V| se obţine prin (B ◦ Ep,Mu ∩ B⊥)-factorizarea sau (B,B⊥)-

factorizarea S-replicii sau Π-replicii obiectului X.

Factorizând morfismul mX după structura de factorizare la dreapta (B,B⊥) obţinem o sub-

categorie coreflectivă T = QB(M̃).

Factorizând morfismul sX după structura de factorizare de stânga (B>,B) obţinem o sub-

categorie reflectivă V = SB(S) = SMp◦B(Π).

Am obţinut următoarea diagramă comutativă:

σX -
σX ∈ Ep

mX

?

- kX

?
-

H
HHH

HHH
HHj

pX ∈ B>

H
HHH

HHHHj

-
tX X

?
lX

eX ∈ B mX kX ∈ B

tX ∈ B⊥ vX ∈ B>
vX

?

lX ∈ B

-sX
iX ∈ B⊥

sX wX ∈ B

- πX
gsX0 ∈Mp

Figura 9.5.1

Remarcă. În această diagramă toate morfismele, cu excepţia lui σmX şi gsX , aparţin clasei

Eu ∩Mu.

9.5.2.Teoremă. Sunt adevărate următoarele afirmaţii.

1. (E ′
(K),M′(K)) = (B> ∩ Eu,Mp ◦ B).

10. (P ′′(L), I ′′(L)) = (B ◦ Ep,B⊥ ∩Mu).

2. (E ′
(K),M′(K)) ∈ Lx(K) ∩ Lρ(V). În particular, V ∈ V(Eu, Epi).

20. (P ′′(L), I ′′(L)) ∈ Lx(T ) ∩ Lρ(L).

3. V = SB(S), V ∈ Rs
f (B) şi V ∈ Rf (εS). De asemenea V ∈ Rs

f (εΓ0) şi V ∈ Rs
f (ε(L ∩ Γ0)).

În particular, dacă U ∈ R şi L ∩ Γ0 ⊂ U , atunci V ∈ Rs
f (εU).

30. T = QB(M̃). În particular, T ∈ Ks(B) şi T ∈ Ks(µM̃).

4. Functorul coreflector k : C2V → K şi cel reflector v : C2V → V comută: k · v = v · k. În

particular, K ∩ V ∈ R(K) ∩K(V).

40. Functorul coreflector t : C2V → T şi cel reflector l : C2V → L comută: t · l = l · t. În

particular, T ∩ L ∈ R(T ) ∩K(L).

238



5. Fie R ∈ R şi S ⊂ R ⊂ L. Atunci

r · v = s. (1)

50. Fie H ∈ K şi M̃ ⊂ H ⊂ K. Atunci

k · h = m. (10)

6. Pentru orice obiect X ∈ |C2V| pătratul

vX · kX = kvX · vkX . (2)

este cocartezian. În particular

V = K ∗d V = K ∗dc V .

60. Pentru orice obiect X ∈ |C2V| pătratul

lX · tX = tlX · ltX (20)

este cartezian. În particular,

T = T ∗s L = T ∗dc L.

7. L∩V = S. În particular, (K∩V ,S) este o pereche de subcategorii conjugate ı̂n categoria

V .
70. K ∩ T = M̃. În particular, (M̃, T ∩ L) este o pereche de subcategorii conjugate ı̂n

categoria T .
8. Laticile Bic, {SB(S)|B ∈ Bic}, {QB(M̃)|B ∈ Bic} sunt izomorfe şi sunt antiizomorfe cu

laticile Kc şi Rc.

↓ 1. Deoarece Mp ◦ B ⊂ Mu, rezultă că Ep ⊂ B⊥ ∩ Eu. Astfel pentru orice X ∈ |C2V|
pX · σmX ∈ Ep ⊂ B> ∩ Eu, şi kX ∈ B. Deci (B> ∩ Eu,Mp ◦ B) ∈ Lx(K). Rămâne de adăugat

că clasa Mp ◦ B este Eu-coereditară, deoarece fiecare din clasele Mp şi B sunt Eu-coereditare.

Atunci ı̂n virtutea Teoremei 6.6.10* (E ′(K),M′(K)) = (B> ∩ Eu,Mp ◦ B).

2. Pentru X ∈ |C2V| vX ∈ B⊥ ∩ Eu, wX ∈ B şi gsX0 ∈ Mp, adică πvX = gsX0 · wX ∈ Mp · B,
sau (E ′(K),M′(K)) ∈ Lρ(V) cu clasa de injecţii stabilă la dreapta. În virtutea Teoremei 9.4.10

V este o Epi-varietate.

3. V = SB(S). În virtutea definiţiei subcategoriei V .
V ∈ Rf (εL). Fie A ∈ |V|, b : A→ X ∈ εL, şi sA : A→ sA S-replica lui A. Atunci

sA = f · b (1)
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pentru un f. Deoarece sA ∈ B, rezultă că f ∈ B, iar X ∈ |V|.
V ∈ Rf (εS). Rezultă din demonstraţia precedentă.

V ∈ Rs
f (εΓ0). Menţionăm, ı̂n primul rând că εΓ0 = Epi ∩ Mp. V ca subcategorie Eu-

reflectivă este ı̂nchisă ı̂n raport cuMp-subobiecte, iar ca Epi-varietate - ı̂n raport cu (Epi∩Mp)-

factorobiecte.

Pentru a verifica condiţia V ∈ Rs
f (ε(L ∩ Γ0)) este suficient de arătat că orice element

f ∈ ε(L ∩ Γ0) poate fi scris f = u · v cu u din εΓ0 şi v din εL.
Într-adevăr, fie f : X → Y ∈ ε(L ∩ Γ0). Functorul reflector t : C2V → L ∩ Γ0 poate fi

realizat ca compoziţia g0 · l, unde g0 : C2V → Γ0 şi l : C2V → L sunt functorii reflectori. Fie

lX : X → lX L-replica, iar glX0 : lX → g0lX Γ0-replica obiectelor respective. Atunci

glX0 · lX = h · f (1)

pentru un h. Fie

f = m · e (2)

(Eu,Mp)-factorizarea lui f. Deoarece pe e⊥glX0 avem

lX = u · e, (3)

glX0 · u = h ·m (4)

pentru un u. Ţinând cont că e ∈ Epi, deducem că u, e ∈ εL.
Deoarece f ∈ Epi, rezultă că m ∈ Epi, adică m ∈ Epi ∩Mp = εΓ0.

P

lX

f u

e

m
l

X

hglX

0 g lX
0

X

Y

Figura 9.5.2

4. Să construim V-replica obiectului kX. Deoarece vX · kX · pX este M̃-coreplica lui vX, şi

pX ∈ B>, fie

vX · kX = hX · uX (3)
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(B>,B)-factorizarea morfismului vX · kX . Atunci

sX · kX = (wX · hX) · uX (4)

este (B>∩Eu,Mp◦B)-factorizarea lui sX ·kX , care este S-replica lui kX. Deci uX este V-replica

lui kX : uX = vkX . Pe de altă parte, egalitatea

hX · uX · pX = hX · (uX · pX) (4)

este (B>,B)-factorizarea M̃-coreplicii lui vX. Deci hX este K-coreplica lui vX : hX = kvX .

mX -
pX ∈ B>

kX

?

- P = vkX = kvX = ksX

?
-

uX = vkX ∈ B>

-X vX

kX ∈ B hX = kvX ∈ B

vX ∈ B> wX ∈ B
sX

Figura 9.5.3

5. Deoarece S ⊂ L şi wX ∈ B = εL, rezultă că lvX = sX.

6. Avem vX ∈ B> ∩ Eu = E ′(K), şi vkX = k(vX). Atunci, ı̂n virtutea Teoremei 6.6.10,

pătratul (1) este cocartezian.

7. Fie A ∈ |V|. Atunci kA ∈ |V| şi sA ∈ |V|.
8. Evident.

9.5.3. Rezultatele anterioare le ı̂nserăm ı̂n următoarea diagramă comutativă.

σX -
σmX ∈ Ep

mX

?

- kX

?

vkX = kvX = ksX = vmX-

kvX ∈ B

?
-

HHH
HHH

HHHj

pX ∈ B>

HHH
HHH

HHj

-
tX

tsX = lmX = ltX = tlX -
?

ltX ∈ B
pătrat
cartezian

X

?
lX

eX ∈ B mX kX ∈ B pătrat
cocartezian

tlX ∈ B⊥

tX ∈ B⊥ vX ∈ B>

vkX ∈ B>

vX

?

lX ∈ B

- sX
iX ∈ B⊥

sX wX ∈ B

- πX
gsX0 ∈Mp

Figura 9.5.4

Fie b1 : ksX → Y şi b2 : Y → sY aparţin clasei Eu ∩Mu. Atunci Y ∈ |V|.
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9.5.4. Remarcă. 1. Dacă pornim de la o pereche de subcategorii conjugate arbitrară

(U ,H), obţinem o clasă de functori mai mică, deci care se include ı̂n clasa celor examinaţi.

Într-adevăr, fie B1 = εH. Atunci

SB(H) = SBSMp◦B1(Π) = SMp◦B1◦B(Π) = SMp◦B2(Π),

unde B2 = B1 ◦ B ∈ Bic.
2. Fie L ∈ Rc. Atunci SεL(S) ∈ Rs

f (εL) ∩ R(Eu). Astfel clasa Rs
f (εL) ∩ R(Eu) conţine cel

puţin două elemente SεL(S) şi C2V . Dacă L1 ∈ Rc şi L1 ⊂ L, atunci varietatea generată de L1

aparţine clasei Rs
f (εL).

3. Clasa Rs
f (εS) ∩ R(Eu) = {C2V}.

9.5.5. Exemple. 1. Fie B = Iso. Atunci (K,L) = (λ∗(B), λ(B)) = (C2V , C2V),V =

S, T = M̃.

2. Fie B = Eu ∩Mu. Atunci (K,L) = (λ∗((B), λ(B)) = (M̃,S),V = T = C2V .
3. Deoarece V = SB(S), rezultă că V ∈ Rc ⇔ (B = Iso sau B = Eu ∩Mu)⇔ (L = C2V sau

L = S).

4. Functorii v şi t comută doar ı̂n două cazuri: B = Iso sau B = Eu ∩Mu.

5. Fie

Vb(Eu, Epi) = {SB(S)|B ∈ Bic},

şi R1,R2 ∈ Vb(Eu, Epi). Atunci functorii reflectori r1 : C2V → R1 şi r2 : C2V → R2 comută:

r1 · r2 = r2 · r1.
6. Fie L = S. Atunci V = C2V .
7. Fie L = C2V . Atunci V = S.
9.5.6. Exerciţii. 1. În construcţia precedentă, ı̂n loc de subcategoria S, examinăm o

subcategorie reflectivă arbitrară R. Pentru B ∈ Bic putem vorbi doar de două subcategorii:

V = SB(R) şi L = SB⊥(R)

Care sunt proprietăţile acestor subcategorii?

2. Fie (U ,R) ∈ Pc, şi B ∈ Bic. Ca şi ı̂n cazul examinat, avem patru subcategorii

V = SB(R), L = SB⊥(R), T = QB(U), K = QB>(U).

Care din proprietăţile examinate mai sus sunt adevărate şi pentru aceste subcategorii?

9.5.7. Teoremă. Fie B ∈ Bic,L = λ(B) şi V = SB(S). Dacă structura de factorizare

((Mp ◦ B)q,Mp ◦ B) are clasa de proiecţii Mu-ereditară, atunci subcategoriile V şi L∩Γ0 sunt

complementare ı̂n laticea R.
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↓ V ∧ (L ∩ Γ0) = Π. Avem V ∧ (L ∩ Γ0) = V ∩ L ∩ Γ0 = S ∩ Γ0 = Π.

V ∨ (L ∩ Γ0) = C2V . Examinăm următoarea diagramă comutativă construită pentru un

obiect X al categoriei C2V , unde

P

P

2

1

X

lX sX

vX

v

Figura 9.5.5

πg0lX · u1 = gsX0 · v1, (1)

iX · t = wX · v2 (2)

sunt pătrate carteziene, primul construit pe morfismele πg0lX şi gsX0 , al doilea - pe morfismele

iX şi wX . Atunci

glX0 = u1 · t1, (3)

iX = v1 · t1 (4)

pentru un t1, şi

lX = t · t2, (5)

vX = v2 · t2 (6)
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pentru un t2. Din (3) rezultă că t1 ∈ Mp, iar din (4) - că t1 ∈ Eu. Deci t1 ∈ Eu ∩Mp = Iso.
Astfel

πg0lX · glX0 = gsX0 · iX (7)

este un pătrat cartezian, iar

πg0lX · (glX0 · t) = (πsX · wX) · v2 (8)

este pătratul cartezian construit pe morfismele πg0lX şi πsX · wX . Trebuie de demonstrat că

t2 ∈ Iso. Din egalitatea (5) rezultă că t2 ∈ B. Mai departe, clasa (Mp ◦ B)>, egală cu B> ∩ Eu,
este Mu-ereditară. Deci t2 ∈ B>, sau t2 ∈ B ∩ B> = Iso. Deoarece L ∈ Rex şi g0lX este

(L ∩ Γ0)-replica lui X, rezultă că V ∨ (L ∩ Γ0) = C2V . ↑
9.5.8. Remarcă. 1. Clasa (Mp ◦ B)x este Mu-ereditară atunci şi numai atunci, când

((Mp ◦ B)x,Mp ◦ B) = (P ′′(V), I ′′(V)).

2. Sunt cunoscute dar două cazuri când clasa (Mp ◦ B)x este Mu-ereditară:

- B = Iso. Atunci ((Mp ◦ B)q,Mp ◦ B) = (Eu,Mp).

- B = Eu ∩Mu. Atunci ((Mp ◦ B)q,Mp ◦ B) = (Ep,Mu).

9.5.9. Exerciţii. Fie R ∈ R,K ∈ K, T ∈ QP ′′(R)(Σ), iar H = SM′(K)(Π). Sunt adevărate

următoarele afirmaţii:

1. T ∈ Kf (εR). În particular, dacă L ∈ R şi R ⊂ L, apoi T ∈ Kf (εL), iar t(L) ⊂ L.
1∗. H ∈ Rs(µK). În particular, dacă U ∈ K şi K ⊂ U , apoi H ∈ Rs(µU), iar t(U) ⊂ U .
2. Dacă R ∈ R(Eu), atunci T ∈ Rs

f (εR), iar t · r = r · t.
2∗. Dacă K ∈ K(Mu), atunci H ∈ Rs

f (µK), iar k · h = h · k.
3. Dacă R ⊂ S, atunci T = C2V .
3∗. Dacă K ⊂ M̃, atunci H = C2V .
4. QP ′′(R)(Σ) = M̃.

4∗. SM′(K)(Π) = S.
9.5.10. Exerciţii. Fie B ∈ Bic,V = SB(S) şi R ∈ R. Examinăm contiţiile:

1. R ∈ Rf (V).

2. R ∈ Rs
f (εL).

3. v(R) ⊂ R.
Atunci functorii v : C2V → V şi r : C2V → R comută: r · v = v · r.
9.5.11. Notaţii. Fie B ∈ Bic, şi V = SB(S). Atunci g0 · v : C2V → V ∩ Γ0 este functorul

reflector. Mai departe, fie Vpb = {SB(S)|B ∈ Bic}.
Problemă. Este aplicaţia V 7→ V ∩ Γ0, definită pe clasa Vpb cu valori ı̂n clasa R(Γ0),

injectivă?
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9.5.12. Semigrupul comutativ Vpb. Fie V1,V2 ∈ Vpb şi V = V1 ∩ V2. Atunci V ∈ Vpb şi

pentru orice obiect X ∈ |C2V| avem vX = v1v2X = v2v1X. Astfel v = v1 · v2 = v2 · v1. Astfel

ı̂n clasa functorilor reflectori pentru Vpb este definită operaţia de compoziţie cu următoarele

proprietăţi:

- comutativă;

- asociativă;

- cu element neutru C2V → C2V ;
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Capitolul 10. Functori speciali. Operaţiile λ şi ρ.
Grupoidul Rc

10.1. Functori de completare

10.1.1. Subcategoriile reflective ale clasei R(Mp) se mai numesc şi completări, iar functorii

reflectori ı̂n acest caz se mai numesc şi functori de completare.

Exerciţii. 1. Fie Γ0 subcategoria spaţiilor complete. Atunci următoarele afirmaţii sunt

echivalente: pentru o subcategorie reflectivă Γ :

- Γ ∈ R(Mp).

- Γ0 ⊂ Γ.

2. εΓ0 = Epi ∩Mp.

10.1.2. Definiţie. 1. Fie τ un cardinal. Spaţiul local convex (E, t) se numeşte τ−-complet,

dacă orice mulţime M cu |M |< τ ı̂nchisă şi mărginită ı̂n (E, t) este completă.

2. Un spaţiu local convex (E, t) se numeşte quasicomplet, dacă orice mulţime ı̂nchisă şi

mărginită ı̂n (E, t) este completă.

3. Un spaţiu local convex (E, t) se numeşte secvenţial complet, dacă orice şir Cauchy con-

verge.

10.1.3. Notaţii. Γ−τ subcategoria spaţilor τ−-complete;

qΓ0 subcategoria spaţiilor cuasicomplete;

sΓ0 subcategoria spaţiilor secvenţial complete.

10.1.4. Teoremă. 1. Γ0 ⊂ Γ−τ şi Γ−τ ∈ R(Mp).

2. Fie τ ≤ w. Atunci Γ−τ = C2V .
3. sΓ0 ⊂ Γ−w1

.

4. ∩Γ−τ = qΓ0.

5. Fie α < β şi w1 ≤ β. Atunci Γ−α ⊂ Γ−β . ↑
10.1.5. Fie gτ : C2V → Γ−τ functorul reflector. Vom construi Γ−τ -replica unui obiect arbitrar

(E, t). Fie (Ê, t̂) Γ0-replica. Avem următoarea diagramă comutativă

(E, t) -

@
@
@
@@R ��

��

���

(Ê, t̂) = g0(E, t))
gE0

vEgEτ

gτ (E, t)

Figura 10.1.1
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Fie M−
τ clasa tuturor mulţimilor M ⊂ E, unde | M |< τ,M este ı̂nchisă şi mărginită.

Examinăm ı̂nchiderea M̄ a mulţimii M ı̂n spaţiul (Ê, t̂).

Teoremă.

gτ (E, t) = ∪{M̄ |M ∈M−
τ }.

↓ Notăm cu F = ∩{M̄ | M ∈ M−
τ } şi o să demonstrăm că F este un subspaţiu vectorial

ı̂n spaţiul Ê. Fie x1, x2 ∈ F. Există două dirijări {yα | α ∈ A}, {zα | α ∈ A} yα, zα ∈ E, astfel

ı̂ncât yα → x1, zα → x2 şi | A |< τ. Este clar yα + zα → x1 + x2. De asemenea dirijarea {ayα}
converge la punctul ax1 pentru a ∈ K.

Examinăm pe subspaţiul F topologia indusă din spaţiul (Ê, t̂) şi o să arătăm că (F, t) este

un spaţiu τ−-complet. Într-adevăr fie {xα | α ∈ A} o dirijare care converge la punctul x0 ∈ Ê,
unde | A |< τ şi xα ∈ F pentru orice α ∈ A. Pentru orice indice α ∈ A există o dirijare

{xαβ | β ∈ A} de elemente ale spaţiului F, astfel ı̂ncât xαβ → xα. Atunci dirijarea xαα → x0,

iar x0 ∈ F. Astfel am construit functorul gτ pe obiecte: gτ : C2V → Γ−τ .

Să definim acest functor pe morfisme. Fie f : (E, t) → (G, u) ∈ C2V , iar f̂ este extinderea

acestui morfism pe completările acestor spaţii.

(E, t)

?

gτ (E, t) -

?

- (G, u)
f

(Ê, t̂)

f̂τ = gτ (f)

- (Ĝ, û)
f̂ = g0(f)

?

gτ (G, u)

?

Figura 10.1.2

Este suficient de demonstrat că f̂(gτ (E, t)) ⊂ gτ (G, u). Fie x0 ∈ gτ (E, t). Există o dirijare

{xα | α ∈ A} cu | A |< τ de elemente ale spaţiului E astfel ı̂ncât xα → x0. Atunci dirijarea

{f̂(xα) | α ∈ A} converge la punctul f̂(x0). Deci f̂(x0) ∈ gτ (G, u). ↑
10.1.6. Teoremă. 1. Functorul g0 : C2V → Γ0 este exact la stânga.

2. Pentru orice cardinal τ functorul de completare gτ : C2V → Γ−τ este exact la stânga.

↓ 1. Fie m : X → Y ∈Mf . În egalitatea gY0 ·m = go(m) · gX0 gY0 ∈Mp. Deci gY0 ·m ∈Mf ,

adică m̂ · gX0 ∈ Mp. Deoarece clasa Mp este Epi-coereditară, deducem că g0(m) ∈ Mp. Aşa

cum gX0 este un spaţiu complet, morfismul g0(m) are imagine ı̂nchisă. Deci g0(m) ∈Mf .
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2. Să revenim la figura 2 din p. 10.1.5. Dacă f ∈ Mf , atunci f̂ ∈ Mf . Fie M o mulţime

ı̂nchisă şi mărginită ı̂n spaţiul (E, t) cu | M |< τ. Odată ce (Ê, t̂) este un subspaţiu ı̂nchis al

spaţiului (Ĝ, û), atunci ı̂nchiderea mulţimii M ı̂n spaţiul (Ê, t̂) este egală cu ı̂nchiderea ei ı̂n

spaţiul (Ĝ, û). Dacă |M |< τ, atunci ı̂nchiderea M̄ poate fi luată ı̂n spaţiul gτ (G, u). ↑
10.1.7. Fie τ un cardinal, M o mulţime cu | M |= τ, iar mτ spaţiul Banach al funcţiilor

mărginite definite pe mulţimea M.

În spaţiul mτ examinăm subspaţiul

Sτ = {f ∈ mτ || Supp(f) |<∞},

unde

Supp(f) = {x ∈M | f(x) 6= 0}.

Lemă. Fie E un subspaţiu complet al spaţiului Sτ . Atunci | E |≤ c.

↓ O să presupunem că | E |> c. Fie En = {f ∈ E | Supp(f) = n}. Atunci E =
∞∑
n=0

En.

Există un m pentru care | Em |=| E |> c. Deci, există o mulţime F ⊂ Em, ı̂ncât |F| =| E | şi

Supp(f) 6= Supp(g) pentru orice f, g ∈ F şi f 6= g. Avem | ∪{Supp(f) | f ∈ F}| = |E|. Pentru

orice x ∈M definim F(x) = {f ∈ F | x ∈ Supp(f)}. Fie X0 = {x ∈ mτ || F(x) |≥ w1}. Atunci

| X0 |< m. Vom construi după inducţie un şir de puncte an ∈M şi un şir de funcţii fn ∈ F cu

proprietatea

an ∈ Supp(fn) ∪ {Supp(fi) | i < n}.

Fixăm f1 ∈ F şi a1 ∈ Supp(f1) \X0.

Fie că punctele a1, a2, ..., an şi funcţiile f1, f2, ..., fn cu proprietăţiile indicate au fost constru-

ite. Există o funcţie fn+1 ∈ F , astfel ı̂ncât a1, a2, ..., an 6∈ Supp(fn+1) şi Supp(fn+1)\{Supp(fi) :

i ≤ n} 6= �. Fie Xn = ∪{Supp(fi) | i ≤ n} \ X0. Atunci {f ∈ F : Supp(f) ∩ Xn 6= �} este

finită. Fixăm an+1 ∈ Supp(fn+1) \ ∪Supp(fi) : i ≤ n}. Fie fn(an) = λn, cu λn 6= 0. Construim

numerele βn > 0, astfel ı̂ncât ‖βnfn‖ ≤ 2−n. Notăm gn = βnfn, hn =
n∑
i=1

gi, h =
∞∑
i=1

gi. Avem

h(an) = hn(an) = βnλn 6= 0. Aşadar, {a1, a2, . . . , an, . . .} ⊂ Supp(h) şi hi → h cu hn ∈ E. Deci

h ∈ E. Contrazicere ↑
10.1.8. Teoremă. Fie c < α < β. Subcategoriile Γα = SMf

P (Sα∪Γ0) şi Γβ = SMf
P (Sβ ∪

Γ0) ce aparţin laticei R(Mp) verifică relaţia Γα ⊂ Γβ, dar sunt diferite. În particular laticea

R(Mp) conţine o clasă proprie de elemente.

↓ Fie că Sβ ⊂ Γα. Există un spaţiu complet F şi o incluziune cu imagine ı̂nchisă i : Sβ →
Sα×F. Atunci i(Sβ)∩ (0×F ) este un subspaţiu complet ı̂n Sβ. În virtutea Lemei 10.1.7 avem
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|i(Sβ) ∩ (0× F )| ≤ c. Atunci |Sβ| ≤ |Sα|+ |i(Sβ) ∩ (0× F )| ≤ |Sα|+ c = |Sα|, sau |Sβ| ≤ |Sα|.
Contrazicere. ↑

10.1.9. Teoremă. 1. Categoria C2V nu posedă obiectul Mp-universal, nici obiectul Mf -

universul.

2. Nici un element al laticei R(Mp) nu posedă obiect Mp-universal.

3. Nici un element al laticei R(Mp) nu posedă obiect Mf -universal.

↓ 1. Fie că A este un obiect Mp-universal pentru categoria C2V , şi B un spaţiu Banach cu

o bază Hamel mai mare ca a spaţiului A.

Există un cardinal τ şi un morfism i : B → Aτ ∈ Mp. Deoarece un spaţiu Banach este un

obiect dual mic (Teorema 3.3.3), există un număr n astfel ı̂ncât

B Aτ An-i -
p

p · i ∈ Mp, unde p este proiecţia canonică. Astfel dimensiunea spaţiului B nu este mai mare

decât dimensiunea spaţiului A. Contrazicere.

2-3. Se repetă demonstraţia p.1. ↑
10.1.10. Notaţii. Fie R o subcategorie reflectivă ı̂n categoria spaţiilor Tihonov T h, l :

T h→ C2V functorul liber, λv(R) subcategorua plină a categoriei C2V formată din toate obiectele

(E, t) cu proprietatea:

Pentru orice obiect X al categoriei T h şi orice morfism f : X → (E, t) ∈ T h există un

morfism g : rX → (E, t) ∈ T h astfel ı̂ncât

f = g · rX , (1)

unde rX : X → rX este R-replica obiectului X.

Dacă (E, t) ∈ |λv(R)|, atunci orice morfism f : X → (E, t) se extinde prin obiectul liber

lrX prin intermediul unui morfism h : lrX → (E, t) ∈ C2V .
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(E, t)

X

?
lrX

-

�

f ∈ T h

rX ∈ T h

h ∈ C2V

rX

lrX ∈ T hg ∈ T h

?

��

��

��

��

��

��

��	

Figura 10.1.3

Este evident că

λv(R) = C2V ∩R.

10.1.11. Atât epimorfismele categoriei T h cât şi epimorfismele categoriei C2V au aceeaşi

descriere:

- un morfism al categoriei respective este un epimorfism atunci şi numai atunci când imaginea

lui este densă;

- un morfism al categoriei respective este un monomorfism forte atunci şi numai atunci,

când el este o incluziune topologică cu imaginea ı̂nchisă:

Epi(C2V) = C2V ∩ Epi(T h),

Mf (C2V = C2V ∩Mf (T h).

Aceeaşi situaţie o avem şi ı̂n cazul categoriei spaţiilor uniforme Hausdorf şi subcategoria ei

C2V :

Epi(C2V) = C2V ∩ Epi(U2),

Mf (C2V = C2V ∩Mf (U2).

De asemenea

Eu(C2V) = C2V ∩ Eu(T h),

Mp(C2V = C2V ∩Mp(T h),

Eu(C2V) = C2V ∩ Eu(U2),

Mp(C2V = C2V ∩Mp(U2).

10.1.12. Teoremă. Fie R o subcategriei epireflectivă a categoriei T h.
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1. λv(R) este o subcategoriei reflectivă a categoriei C2V şi λv(R) = C2V ∩ λR(T h).

2. Fie că R ⊂ Comp. Atunci ϕv(R) = 0.

3. Fie că Q ⊂ R, unde Q este subcategoria spaţiilor Hewitt. Atunci λv(R) ∈ R(Mp)

(presupunând că nu există cardinali măsurabili).

↓ 1. În baza observaţiilor din p.10.1.11.

2. R ⊂ C2V ⊂ Comp ∩ C2V = 0.

3. Rezultă din faptul că orice spaţiu local comvex complet este un spaţiu Hewitt. ↑
Exerciţii. 1. Categoria T h este unica subcategorie (Eu∩Mono)-reflectivă a categoriei T h.
2. Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categria T h, P ⊂ Eu, iar R ∈ R(C2V). Atunci

T h = SI(R).

3. În categoria C2V clasele R(Eu),R(Mp) şi R(Eu,Mp) conţin câte o clasă proprie de

elemente cu functorul reflector exact la stânga:

a) ı̂n clasa R(Eu) subclasa Rc (Teorema 9.2.11);

b) ı̂n clasa R(Mp) subclasa {Γ−τ |τ cardinal} (Teorema 10.1.6);

c) ı̂n clasa R(Eu,Mp) subclasa {L ∩ Γ−τ |L ∈ Rc şi τ cardinal}.
10.1.13. Problemă. Fie α < β şi w1 ≤ β. Este adevărat oare că Γ−α 6= Γ−β ? (Vezi Teorema

10.1.4).

10.1.14. În categoria T h sunt cunoscute subcategorii reflective mai mari ca subcategoria Q
a spaţiilor Hewitt (vezi [Ci, 1980], şi 11.2.4)

Problemă. Este adevărat oare că Q−τ ∩ C2V = Γ−τ ?

10.1.15. Fie R o completare ı̂n categoria U2. Atunci subcategoria C2V∩R este de asemenea

o completare ı̂n categoria C2V .
Problemă. Fie (E, t) ∈ |C2V|, şi gE : (E, t)→ g(E, t) (C2V ∩R)-replica acestui spaţiu local

convex. Pentru care subcategorii reflective R morfismul gE este şi R-repleca obiectului (E, t)

ı̂n categoria U2?

10.2. Functori comutativi

10.2.1. Teoremă. Fie K ∈ K şi R,H ∈ R sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. r(K) ⊂ K ⇔ k(R) ⊂ R.
2. (r(H) ⊂ H şi h(R) ⊂ R)⇔ r · h = h · r.
Dacă, ı̂n plus, (K,L) ∈ Pc, atunci:

3. (r(K) ⊂ K şi l(R) ⊂ R)⇒ k · r = r · k.
4. (k(R) ⊂ R şi l(R) ⊂ R)⇒ k · r = r · k.
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↓ 1. r(K) ⊂ K ⇒ k(R) ⊂ R. Fie A ∈ |R|, kA : kA → A K-coreplica lui A, şi rkA : kA →
rkA R-replica lui kA. Atunci

kA = f · rkA (1)

pentru un f. Deoarece rkA ∈ |K|, rezultă că

f = kA · g (2)

pentru un g. Se verifică că rkA = g−1.

(kR) ⊂ R ⇒ r(K) ⊂ K. Demonstraţie duală.

2. Fie rX : X → rX, hX : X → hX hrX : rX → hrX şi rhX : hX → hrX R- şi H-replicile

obiectelor respective.

hX

X

rhX

rX

hrX

h

r h(    )

rX

h
u

X

r

r

f
v

g

X

hX

X

Figura 10.2.1

Atunci

hrX · rX = u · hX , (3)

rhX · hX = v · rX (4)

pentru două morfisme u şi v. Deoarece hrX ∈ |R|, iar rhX ∈ |H|, aceste morfisme ne conduc

la două morfisme f şi g ce verifică egalităţile:

v = f · hrX , (5)

u = g · rhX . (6)

Se verifică că f = g−1.

3. Pentru X ∈ |C2V| fie kX : kX → X K-coreplica lui, iar rkX : kX → rkX şi rX : X →
rX R-replicile obiectelor respective. Atunci

rX · kX = u · rkX (7)
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pentru un morfism u. Mai departe, fie lX : X → lX şi lrkX : rkX → lrkX L-replicile obiectelor

respective. Deoarece lX ·kX : kX → lX este L-replica obiectului kX, pentru morfismul lrkX ·rkX

există un morfism v : lX → lrkX astfel ı̂ncât

lrkX · rkX = v · lX · kX (8)

Conform ipotezei, obiectul lrkX aparţine subcategoriei R. Deci pentru morfismul v · lX :

X → lrkX există un morfism t : rX → lrkX cu proprietatea

v · lX = t · rX . (9)

kX

X rX

rkX lrkX

lX=lkX

u=r k( )

r l

X

kX

r X

kX rkX

l XX

t=r v  l( )
X

v=l(r )kX

Figura 10.2.2

Avem

t · u · rkX = (din(1)) = t · rX · kX = (din(9)) = v · lX · kX = (din(8)) = lrkX · rkX ,

i.e.

t · u · rkX = lrkX · rkX . (10)

Deoarece rkX este un epi, deducem că

t · u = lrkX . (11)

Din egalitatea (7) rezultă că u este un epi. Atunci din egalitatea (11) deducem că u ∈ εL =

µK. Pe de altă parte, conform ipotezei rkX ∈| K | . Deci u este K-coreplica obiectului rX.

Astfel am demonstrat că k · r = r · k.
4. Rezultă din 1 şi 3. ↑
10.2.2. Teoremă. Fie K ∈ Kc,L ⊂ R, µK ⊂ εL şi R ∈ Rs

f (εL). Atunci functorul

coreflector k : C2V → K şi cel reflector r : C2V → R comută: k · r = r · k. În particular, fie

(K,L) ∈ Pc şi R ∈ Rs
f (εL). Atunci k · r = r · k.

↓ Fie A ∈ |C2V|, kA : kA → A şi rkA : kA → rkA K-coreplica şi R-replica obiectelor

respective şi

p · kA = b · rkA (1)
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pătratul cocartezian construit pe morfismele kA şi rkA. Deoarece kA ∈ µK ⊂ εL, b ∈ µK ⊂ εL.
Deci P ∈ |R|. Mai departe, rkA ∈ εR. Deci p ∈ εR şi p = rA. Dacă krkA : krkA→ rkA este K-

coreplica lui rkA, atunci krkA : krkA→ rkA este K-coreplica lui rkA, atunci krkA ∈ µK ⊂ εL
şi krkA ∈ |R|. Astfel

rkA = krkA · u (2)

pentru un u şi

u = v · rkA (3)

pentru un v. Se verifică uşor, că krkA = v−1 şi că b = kP . Deci krA = rkA. ↑

kA

A P=rA

rkA

krkA

krkA

k

p=

u
v

A

r A

r kA

KmÎb

Figura 10.2.3

10.2.3. Teoremă. Fie L ∈ R,R ∈ Rs
f (εL) şi r(L) ⊂ L. Atunci functorii reflectori

l : C2V → L şi r : C2V → R comută: l · r = r · l.
↓ Fie X ∈ |C2V|, lX : X → lX şi rX : X → rX L- şi R-replica lui obiectelor respective.

Atunci rlX ∈ |L|, lrX ∈ |R|, deoarece R ∈ Rf (εL).
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lrXlX

X

u

f

g
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X
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Figura 10.2.4

Astfel

rlX · lX = f · rX (1)
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pentru un f,

lrX · rX = g · lX (2)

pentru un g,

f = u · vrX (3)

pentru un u, şi

g = v · rvX (4)

pentru un v. Se verifică uşor că u = v−1. ↑
10.2.4. Teoremă. Fie R ∈ R(Eu) şi (P , I) = (P ′(R), I ′(R)) (vezi 6.6). Sunt adevărate

următoarele afirmaţii.

1. Functorul coreflector t : C2V → QP(Σ) şi cel reflector r : C2V → R comută: t · r = r · t.
2. Dacă K ∈ K şi εR ⊂ µK, atunci functorul coreflector t : C2V → QP(K) şi cel reflector

r : C2V → R comută: t · r = r · t.
↓ 1. Rezultă din p.2.

2. Fie T = QP(K). Pentru X ∈ |C2V| fie

kX = pX · tX (1)

(P , I)-factorizarea K-coreplicii lui X. Atunci tX este T -coreplica lui X. Fie rX : X → rX şi

rtX : tX → rtX R-replica obiectelor respective. Atunci

r(tX) · rtX = rX · tX . (2)

Deoarece rX ∈ εR ⊂ µK, rezultă că rX · kX : kX → rX este K-coreplica lui rX. Mai departe,

rtX ∈ P ′(R) = P . Astfel rtX ∈ |T |. În pătratul (2) rX · tX ∈ Mono şi rtX ∈ Eu. Deci

r(tX) ∈ R ∩Mono ⊂ I ′(R) = I. Aşadar

krX = r(tX) · (rtX · tX) (3)

easte (P , I)-factorizarea lui krX . Deci rtX este T -coreplica lui rX şi rtX = trX. ↑
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10.2.4∗. Teoremă. Fie K ∈ K(Mu) şi (E ,M) = (E ′′(K),M′′(K)). Sunt adevărate

următoarele afirmaţii:

1. Functorul coreflector k : C2V → K şi cel reflector h : C2V → SM(Π) comută: k ·h = h ·k.
2. Dacă U ∈ R şi µK ⊂ εU , atunci functorul coreflector k : C2V → K şi cel reflector

h : C2V → SM(Π) comută: k · h = h · k. ↑
10.2.5. Exemple. 1. Fie L,R ∈ R,L ∈ Rf (εR), iar R ∈ Rf (εL). Atunci functorii

reflectori l : C2V → L şi r : C2V → R comută: l · r = r · l. ↑
2. Fie (P , I), (E ,M) ∈ B, L ∈ V(P , E), iar R ∈ V(E ,P). Atunci functorii reflectori

l : C2V → L şi r : C2V → R comută: r · l = l · r.
3. Fie L ∈ V(Epi ∩Mu) şi R ∈ Rf (εL). Atunci functorii l şi r comută: r · l = l · r.
4. Fie L ∈ V(Epi, Epi),R ∈ R, T = L ∩ R, iar l : C2V → L, r : C2V → R şi t : C2V → T

functorii reflectori. Atunci t = r · l = l · r · l. În partiular, această afirmaţie este adevărată

pentru L = S şi orice R ∈ R. ↑
5. Fie K ∈ K şi M̃ ⊂ K. Atunci functorii k : C2V → K şi π : C2V → Π comută:

k · π = π · k = π.

6. Fie L,R ∈ R şi R ⊂ L. Atunci r · l = l · r.
7. Fie B ∈ Bic,V = SB(S), iar Γ ∈ Rf (εV). Atunci functorii reflectori v : C2V → V şi

g : C2V → Γ comută: v · g = g · v.
10.2.6. Monoizii comutativi Fg(T ) şi Fd(H).

Notaţii. Pentru T ∈ K şi H ∈ R fie

Tg(T ) = Ks(µT ), Td(H) = Rf (εH),

Fg(T ) = {K ∈ Tg(T )|T ⊂ K}, Fd(H) = {R ∈ Td(H)|H ⊂ R}.

10.2.7. Exemple. 1. Fie H ∈ R, (E ,M) ∈ B sau (E ,M) o structură de factorizare de

stânga cu clasa M Epi-coereditară. Atunci SM(H) ∈ Td(H). Pentru B ∈ Bic şi (E ,M) =

(B>,B) sau (E ,M) = (B> ∩ Eu,Mp ◦ B) SM ∈ Td(H).

1∗. Fie T ∈ K, (E ,M) ∈ B sau (E ,M) o structură de factorizare de dreapta cu clasa

E Mono-ereditară. Atunci QE(T ) ∈ Tg(T ). Pentru B ∈ Bic QB(T ) ∈ Tg(T ).

2. Fie H ∈ R(Eu). Atunci pentru orice K ∈ K şi (E ,M) = (E ′(K),M′(K)) SM(H) ∈ Td(H).

2∗. Fie T ∈ K(Mu). Atunci pentru orice R ∈ R şi (E ,M) = (P ′′(R), 〉′′(R)) QE(T ) ∈
Tg(T ).

3. {SM(R)|R ∈ Rs
fg(L), L ∈ Rc} ⊂ Fd(L).
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↓ 1. Fie A ∈ |SM(H)| şi b : A → X ∈ εH. Dacă hA : A → hA este H-replica lui A, atunci

hA ∈M şi

hA = f · b (1)

pentru un f. Deoarece b ∈ Epi şi clasaM este Epi-coereditară, atunci f ∈M şi X ∈ |SM(H)|.
Structurile de factorizare (B>,B) şi (B> ∩ Eu,Mp ◦ B) au clase de injecţii Epi-coereditare.

2. Clasa de injecţii M′ =Mp ◦ (µK) este Eu-coereditară (Teorema 6.6.14*). ↑
10.2.8. Enumerăm următoarele properietăţi ale claselor Tg şi Td pentru T ∈ K şi H ∈ R.
1. C2V ∈ Tg(T ).

1∗. C2V ∈ Td(H).

2. Tg este o clasă ı̂nchisă ı̂n raport cu intersecţiile.

2∗. Td este o clasă ı̂nchisă ı̂n raport cu intersecţiile.

10.2.9.Exerciţii. 1. Functorul reflector id : C2V → C2V aparţine clasei Fd(H).

2. Functorul reflctor h : C2V → H apaţine clasei Fd(H).

10.2.10. Teoremă. Fie că v1 : C2V → V1 şi v2 : C2V → V2 aparţin clasei Fd(H). Atunci:

1. Functorii v1 şi v2 comută: v1 · v2 = v2 · v1.

2. Functorul v1 · v2 : C2V → V1 ∩ V2 aparţine clasei Fd(H).

↓ 1. Fie X ∈ |C2V|, vX1 : X → v1X, v
X
2 : X → v2X, h

X : X → hX,V1-, V2- şi H-replica lui

X. Atunci

hX = iX1 · vX1 , (1)

hX = iX2 · vX2 , (2)

pentru două morfisme iX1 şi iX2 . Mai departe, fie

wX1 · vX2 = wX2 · vX1 (3)

pătratul cocartezian construit pe morfisme vX1 şi vX2 . Atunci

iX1 = tX · wX2 , (4)

iX2 = tX · wX1 (5)

pentru un morfism tX .
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În diagrama construită, toate morfismele aparţin clasei Epi ∩Mu. Deci şi clasei εH. Astfel

v1X ∈ |V1|, wX2 ∈ εH şi subcategoria V1 aparţine clasei Rf (εH). Deci T ∈ |V1|. În acelaşi mod

se verifică că T ∈ |V2|. Mai departe, vX1 ∈ εV1. Astfel wX1 ∈ εV1 şi T ∈ |V1|, adică wX1 este

V1-replica lui v2X. Prin analogie se verifică că wX2 este V2-replica lui v1X. Astfel am demonstrat

că functorii v1 şi v2 comută: v1 · v2 = v2 · v1.

2. Rezultă din p.1. ↑
10.2.10*. Teoremă. Fie că u1 : C2V → U1 şi u2 : C2V → U2 aparţin clasei Fg(T ). Atunci:

1. Functorii u1 şi u2 comută: u1 · u2 = u2 · u1.

2. Functorul u1 · u2 : C2V → U1 ∩ U2 aparţine clasei Fg(T ). ↑
10.2.11. Corolar. 1. Pentru orice H ∈ R clasa Fd(H) este un monoid (asociativ şi cu

unitate) comutativ.

1∗. Pentru orice T ∈ K clasa Fg(T ) este un monoid comutativ.

2. Fie H,H1 ∈ R,H ⊂ H1, Fd(H,H1) = {R ∈ Ud(H),H1 ⊂ R} şi Fd(H,H1) clasa de

functori reflectivi ce corespund elementelor din Td(H,H1). Atunci Fd(H,H1) este un submonoid

comutativ al monoizilor Fd(H) şi Fd(H1).

2∗. Fie T , T1 ∈ K, T ⊂ T1, Tg(T , T1) = {K ∈ Tg(T )|K ⊂ T1}, şi Fg(T , T1) clasa de func-

tori coreflectori ce corespund elementelor din Tg(T , T1). Atunci Fg(T , T1) este un submonoid

comutativ al monoizilor Fg(T ) şi Fg(T1).

3. Fie Fdv(H) clasa functorilor reflectori r : C2V → R, unde R este o Epi-varietate şi

H ⊂ R. Atunci Fdv(H) este un submonoid comutativ al monoidului Fd(H).

3∗. Fie Fgv(T ) clasa functorilor coreflectori: k : C2V → K, unde K este Mono-covarietate

(subcategorie coreflectivă ı̂nchisă ı̂n raport cuMono-subobibecte, de exemplu Σ, C2V) şi T ⊂ K.
Atunci Fgv(T ) este un submonoid comutativ al monoidului Fd(T ).

4. Fie Fdc(H) clasa functorilor reflectori r : C2V → R, unde R ∈ Rc şi H ⊂ R. Atunci

Fdc(H) este submonoid comutativ al monoidului Fd(H).
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4∗. Fie Fgc(T ) clasa functorilor coreflectori k : C2V → K, unde K ∈ Kc şi T ⊂ K. Atunci

Fgc(T ) este un submonoid comutativ al monoidului Fg(T ). ↑

10.3. Operaţia λR. Grupoidul R
10.3.1. Notaţii. 1. Fie R o subcategorie reflectivă a categoriei C2V , şi A o subcategorie

arbitrară. Notăm cu λR(A) subcategoria plină a tuturor obiectelor B ∈| C2V | cu proprietatea:

Pentru orice obiect A ∈| A |, orice morfism f : A→ B se extinde prin R-replica obiectului

A : există un morfism g : rA→ B astfel ı̂ncât

f = g · rA

2. Fie A ⊂ Epi, şi λ(A) subcategoria tuturor obiectelor B cu proprietatea:

Pentru orice p : X → Y ∈ A orice f : X → B se extinde prin p :

f = g · p

pentru un g.

d∗ : 1. Pentru K ∈ K şi A o subcategorie definim λ∗K(A).

2. Pentru A ∈Mono definim λ∗(A).

10.3.2. Teoremă. Fie R o subcategorie reflectivă, iar A o subcategorie arbitrară a cate-

goriei C2V . Atunci λR(A) este o subcategorie P ′(R)-reflectivă. ↑
10.3.3. Exerciţii. Formulăm următoarele proprietăţi simple ale operaţiei λR.

1. A ⊂ R ⇒ λR(A) = C2V .
2. λR(C2V) = R
3. R ⊂ λR(A).

4. Fie A1 ⊂ A2. Atunci λR(A2) ⊂ λR(A1).

5. Fie R,L ∈ R şi R ⊂ L. Atunci λR(A) ⊂ λL(A).

6. Fie T = λR(A). Atunci λT (A) = λR(L).

7. Fie R ⊂ T ⊂ λR(L). Atunci λT (L) ⊂ λR(L).

8. L ∩ λR(L) ⊂ R; A ∩ λR(A) ⊂ R; A ∩ λR(A) = A ∩R.
Grupoidul R. În clasa R vom defini o operaţie binară R⊕ T = λR(T ).

1. Operaţia nu este comutativă.

R⊕ C2V = R şi C2V ⊕R = C2V
2. Operaţia nu este asociativă:

Fie R ⊂ A ⊂ T . Atunci (T ⊕ A)⊕R = C2V ⊕R = C2V , T ⊕ (A⊕R) = T ⊕ C2V = T .
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3. R⊕ C2V = R. C2V este elementul unitate din dreapta ı̂n R.
4. C2V ⊕ T = C2V . Orice element este simetricul din dreapta a lui C2V .
5. R⊕ Π. Π este simetricul de dreapra pentru orice element din R.
6. Fie (P , I) ∈ B. Atunci pentru orice R ∈ R avem λR(R) ⊂ R(I), I ⊂ ρ(R, λR(T )).

Astfel R(I) este o parte stabilă pentru λR şi R ∈ R. R(I) este un subgrupoid ı̂n R.
7. Fie )P ,J ∈ B şi clasa P este Mu-ereditară. Atunci R(P) este un subgrupoid ı̂n R.
8. Fie L ∈ Rc. Atunci Rs

f (εL) este ub subgrupoid ı̂n R (vezi 12.8).

10.3.4. Notaţii. 1. Fie R ∈ R, iar A o subcategorie a categoriei C2V . Stabilim

U = UA(R) = {rX |X ∈ |A},

Ū = ŪA(R) = {b : X → Y ∈ εR|X ∈ |A|},

structura de factorizare (P2, I2) = (Uxq,Ux) o notăm αλ(R,A).

Structura de factorizare (P1, I1) = (Ū xq, Ū x) o notăm βλ(R,A).

Deoarece U ⊂ Ū , rezultă că I1 ⊂ I2.

În genere, structurile de factorizare (P1, I1) şi (P2, I2) sunt diferite.

2. Fie B ⊂ Epi ∩Mu. Structura de factorizare (Bxq,Bx) o notăm γλ(B).

10.3.5. Teoremă. Fie (P , I) ∈ B şi I1 ⊂ I ⊂ I2. Atunci λR(A) = SI(R).

↓ λR(A) ⊂ SI(R). Fie Z ∈ |λR(A)|, rZ : Z → rZ R-replica lui Z şi o să demonstrăm că

rZ ∈ I1. Fie b : X → Y ∈ Ū şi o să verificăm că b⊥rZ . Pentru aceasta, fie

rZ · f = g · b. (1)

Dacă rY : Y → rY este R-replica lui Y, atunci rY · b : X → rY este R-replica lui X. Mai

departe, X ∈ |A|, şi Z ∈ |λR(A))|.
Deci

f = h · rY · b (2)

Astfel am demonstrat că b⊥rZ .
SI(R) ⊂ λR(A). Fie B ∈ |R|, i : X → B ∈ I, Y ∈ |A| şi t : Y → X ∈ C2V . Trebuie să

demonstrăm că t se extinde prin rY .

Avem

i · t = v · rY (3)

pentru un v şi rY ∈ U. Astfel rY⊥I2 şi I ⊂ I2. Deci rY⊥i :

t = w · rY , (4)
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v = i · w (5)

pentru un w. ↑
10.3.6. Teoremă. Fie B ⊂ Epi ∩Mu şi (P , I) = (Bxq,Bx). Atunci λ(B) = SI(Π).

↓ λ(B) ⊂ SI(Π). Fie Z ∈ λ(B), iar πZ : Z → πZ Π-replica lui Z şi o să demonstrăm că

πZ ∈ I, adică B⊥πZ. Într-adevăr, fie b : X → Y ∈ B şi

πZ · f = g · b. (1)

Deoarece Z ∈ λ(B) f se extinde prin b.

f = h · b (2)

ceea ce demonstrează că b⊥πZ .
SI(Π) ⊂ λ(B). Fie A ∈ |Π|, i : Z → A ∈ I, b : X → Y ∈ B, iar t : X → Z ∈ C2V şi o să

demonstrăm că t se extinde prin b.

Odată ce b ∈ B ⊂Mu, şi A ∈ |Π|, rezultă că

i · t = v · b (3)

pentru un v. Dar b ⊥ i, astfel

t = w · b, (4)

v = i · w (5)

pentru un w. Astfel t se extinde prin b. ↑
10.3.7. Fie K ∈ K, iar R ∈ R. Pentru X ∈ |C2V| fie kX : kX → X K-coreplica, rX : X →

rX R-replica lui X, iar krX : krX → rX K-coreplica lui rX. Atunci

rX · kX = rkX · k(rX0. (1)

Lemă. Fie R ∈ Rs(µK). Atunci egalitatea (1) este un pătrat cocartezian construit pe

morfismele rX şi k(rX).

↓ Fie

vX · kX = fX · k(rX) (2)

pătratul cocartezian construit pe morfismele kX şi k(rX). Atunci

rX = uX · vX , (3)

krX = uX · fX (4)
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pentru un morfism uX . kX ∈ Eu, deci fX ∈ Eu, şi din (4), apoi fX ∈ Mono. Deci ı̂n egalitatea

(4) toate morfismele aparţin clasei µK. Atunci vX ∈ |R|, iar uX ∈ Iso. ↑
10.3.8.Teoremă. Fie K ∈ K, R ∈ Rs(µK) şi A o subcategorie arbitrară a categoriei C2V .

Atunci:

1. λR(A) ∈ Rs(µK).

2. Dacă A ⊂ K, atunci λR(A) ∈ Rs
f (µK).

↓ 1. λR(A) este o subcategorie reflectivă. Rămâne de demonstrat că ea este ı̂nchisă ı̂n

raport cu (µK)-subobiecte. Fie B ∈
∣∣∣λR(A)

∣∣∣, b : X → B ∈ µK, şi f : A → X un morfism

arbitrar, unde A ∈| A | . Deoarece B ∈
∣∣∣λR(A)

∣∣∣, apoi

b · f = g · rA (1)

pentru un morfism g.

Fie kA : kA→ A şi krA : krA→ rA K-coreplicile obiectelor respective. Atunci

rA · kA = krA · k(rA). (2)

Mai departe, krA ∈| K |, iar b ∈ µK. Astfel

g · krA = b · u (3)

pentru un morfism u. Avem

b · u · k(rA) = (din (3)) = g · krA · k(rA) = (din (2)) = g · rA · kA = (din (1)) = b · f · kA,

i.e.

b · u · k(rA) = b · f · kA. (4)

Ţinând cont că b ∈Mono, deducem că

u · k(rA) = f · kA. (5)

Deoarece pătratul (2) este cocartezian (Teorema 11.1.11), apoi există un morfism v : rA→
X astfel ı̂ncât

f = v · rA, (6)

u = v · krA. (7)

Egalitatea (6) arată că morfismul f se extinde prin morfismul rA.
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2. Fie B ∈
∣∣∣λR(A)

∣∣∣, iar b : B → X ∈ µK. Trebuie de demonstrat că orice morfism

f : A → X se extinde prin R-replica obiectului A, dacă A ∈| A | . Deoarece b ∈ µK şi

A ∈| K | .
f = b · g (8)

pentru un morfism g. Morfismul g se extinde prin morfismul rA :

g = h · rA, (9)

pentru un morfism h. Avem

f = (din(8)) = b · g = (din(9)) = h · rA

i.e.

f = h · rA. (10)

Astfel am demonstrat că morfismul f se extinde prin morfismul rA. ↑
10.3.9. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rf (L).

2. R = λR(K).

↓ 1⇒ 2. R ⊂ λR(K). Evident.

λR(K) ⊂ R. Fie A ∈ |λR(K)|, kA : kA→ A K-coreplica lui A, iar rkA : kA→ rkA R-replica

lui kA. Atunci

kA = f · rkA (1)

pentru un f. Din egalitatea scrisă rezultă că f ∈ µK = εL şi deoarece R ∈ Rf (εL) deducem că

A ∈ |R|.
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↓ 2⇒ 1. Fie A ∈ R, b : A→ X ∈ µK. O să demonstrăm, că X ∈ |λR(K)|. Fie Z ∈ |K|, rZ :

Z → rZ R-replica lui Z, iar f : Z → X ∈ C2V . Atunci

f = g · b (2)

pentru un g, iar

g = h · rZ (3)

pentru un h. Astfel

f = b · h · rZ . ↑ (4)

10.3.10. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R ∈ Rs
f (εL). Atunci:

1. λR(K) ∈ Rs
f (εL).

2. λΠ(R) ∈ Rs
f (εL). ↑

10.3.11. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc, iar Γ ∈ R(Mp). Atunci:

1. λΓ(K) ∈ Rs
f (εL).

2. λΠ(Γ) ∈ Rs
f (εL). ↑

10.3.12. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rs
f (εL).

2. R = λR(K) şi k(R) ⊂ R.
3. R = λR(K) şi r(K) ⊂ K. ↑
10.3.13. Teoremă. Fie K ∈ K şi Γ ∈ R. Examinăm următoarele condiţii:

1. g(K ⊂ K.
2. k(Γ) ⊂ Γ.

3. M̃ ⊂ K şi µK ∩ εΓ = Iso.
4. M̃ ⊂ K şi Γ ∈ R(Mp).

Atunci fiecare din condiţiile enumerate implică egalităţile:

λΓ(K) = QµK(K ∩ Γ) = QµK(Γ).

↓ 1. Deoarece QµK(K ∩ Γ) ⊂ QµK(Γ), vom demonstra că λΓ(K) ⊂ QµK(K ∩ Γ). Astfel vom

avea QµK(Γ) ⊂ λΓ(K) ⊂ QµK(K ∩ Γ) ⊂ QµK(Γ).

λΓ(K) ⊂ QµK(K ∩ Γ). Fie Z ∈ |λΓ(K)|, kZ : kZ → Z K-coreplica lui Z, iar gkX : kZ →
gkZ Γ-replica lui kZ. Atunci gkZ ∈ |K|, iar

kZ = f · gkZ (1)
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pentru un f. La rândul său

f = h · kZ (2)

pentru un h. Atunci gkZ = h−1. Astfel am demonstrat că kZ ∈ |K ∩ Γ|, şi Z ∈ |QµK(K ∩ Γ)|.
2. Rezultă din p.1, deoarece condiţiile 1 şi 2 sunt echivalente.

3. λΓ(K) ⊂ QµK(K∩Γ). Fie Z ∈ |λΓ(K)|, kZ : kZ → Z K-coreplica lui Z, gkZ : kZ → gkZ Γ-

replica lui kZ. Atunci

kZ = f · gkZ (9)

pentru un f. Avem kZ ∈ Mu şi gkZ ∈ Epi. Deoarece clasa Mu este Epi-coereditară deducem

că f ∈Mu. Atunci f ∈ µK. Deci şi gkZ ∈ µK, sau gkZ ∈ µK ∩ εΓ = Iso. Astfel kZ ∈ |K ∩ Γ|,
iar kZ ∈ µK.

4. Rezultă din p.3. ↑
10.3.14. Fie F clasa tuturor perechilor (K,L) ∈ K × R, care verifică una din condiţiile

Teoremei precedente.

Teoremă. 1. K(Mu)× R(Mp) ⊂ F.
2. Corespondenţa (K,R) 7→ Σ(K,R) = λR(K) este o aplicaţie antimonotonă pe prima

componentă şi monotonă pe a doua componentă. ↑
10.3.15. Exemplu. Fie L ∈ R(Eu), şi R ∈ Rs(εL). Dacă R 6= C2V , atunci R /∈ R(P ′′(L)).

Teorema precedentă afirmă că pentru orice subcategoria A ⊂ C2V subcategoria λR(A)

aparţine clasei Rs(εL) şi R ⊂ λR(A). Aşadar subcategoria λR(A) aparţine domeniului (I)

haşurat.

Figura 10.3.2
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10.4. Operaţia ρ. Grupoidul Rc

10.4.1. Notaţii. Fie L şi R două subcategorii reflective ale categoriei C2V . Notăm cu

ρ(L,R) subcategoria plină a categoriei C2V a tuturor obiectelor X pentru care L-replica şi R-

replica coincid:

lX = rX : X → lX = rX.

10.4.2. Teoremă. Subcategoria ρ(L,R) posedă următoarele proprietăţi:

1. L ∩R ⊂ ρ(L,R). În particular, Π ⊂ ρ(L,R).

2. ρ(L,R) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele, dacă S ⊂ L sau S ⊂ R (vezi Teorema 6.1.6).

3. ρ(L,R) este ı̂nchisă ı̂n raport cu ((εL)∩ (εR))-subobiecte şi ((εL)∩ (εR))-factorobiecte:

ρ(L,R) ∈ As
f ((εL) ∩ (εR)). ↑

10.4.3. Exemple. 1. Fie S ⊂ L, şi Γ0 ⊂ R. Atunci ρ(L,R) = L ∩R.
2. ρ(S,Γ0) = Π.

3. ρ(L,R) = ρ(R,L), pe când L ∗sr R şi R ∗sr L sunt subcategorii difertie, ı̂n genere.

4. ρ(L,L) = C2V .
5. ρ(L, C2V) = L.
6. R ⊂ L ⇒ R ⊂ ρ(L,R).

10.4.4. Să examinăm unele condiţii suficiente ca subcategoria ρ(L,R) să fie reflectivă.

Teoremă. Fie L,R ∈ R,R ⊂ L,S ⊂ L şi l(Mf ) ⊂ I ′(R). Atunci ρ(L,R) este o subcate-

gorie P ′′(R)-reflectivă şi ρ(L,R) ∈ Rs
f (εL).

↓ Menţionăm, odată ce R ⊂ L, rezultă că R ⊂ ρ(L,R). Mai departe, odată ce S ⊂
L, deducem că ρ(L,R) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele (Teorema 10.4.2 p.2). Fie A ∈∣∣∣ρ(L,R)

∣∣∣,m : X → A ∈ Mf , iar rX : X → rX, lX : X → lX şi rlX : lX → rlX sunt replicile

obiectelor respective. Deoarece R ⊂ L rezultă că

rX = rlX · lX . (1)

Avem următoarele egalităţi:

lA ·m = l(m) · lX , (2)

rA ·m = r(m) · rX . (3)

Aşadar

l(m) · lX = (din(2)) = lA ·m = rA ·m = (din(3)) = r(m) · rX = (din(1)) = r(m) · rlX · lX ,

i.e.

l(m) · lX = r(m) · rlX · lX . (4)
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Ţinând cont că lX ∈ Epi, deducem că

l(m) = r(m) · rlX . (5)

În baza ipotezei m ∈Mf . Deci l(m) ∈ I ′(R). Astfel din (5) rezultă că rlX ∈ I ′(R). Definitiv

rlX ∈ P ′(R) ∩ I ′(R) = Iso, iar lX ∼ rX .

Am demonstrat că ρ(L,R) este o subcategorie reflectivă şi R ⊂ ρ(L,R). Deci ρ(L,R) este

P ′′(R)-reflectivă.

A

X

lA=rA

rX=rlX

lX

m l m( )

r m( )

l
X

r X

l r=
A A

r lX

Figura 10.4.1

Conform Teoremei 10.4.2 subcategoria ρ(L,R) este ı̂nchisă ı̂n raport cu ((εL) ∩ (εR))-

subobiecte. Deoarece R ⊂ L, apoi εL ⊂ εR. Astfel ρ(L,R) este ı̂nchisă ı̂n raport cu (εL)-

subobiecte şi (εL)-factorobiecte (Teorema 10.4.2 p.4).↑
10.4.5. Teoremă. Fie L ∈ Rc,R ∈ R şi R ⊂ L. Atunci ρ(L,R) este o subcategorie

P ′′(R)-reflectivă, ρ(L,R) ∈ Rs
f (εL) şi ρ(L,R) = SεL(R). ↑

10.4.6. Interpretăm schematic acest caz.

Figura 10.4.2
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Fie că L ∈ Rc şi R aparţine domeniului I. Atunci ρ(L,R) aparţine domeniului II.

10.4.7. Teoremă. Fie L ∈ Rc şi functorul reflector r : C2V → R exact la stânga. Atunci:

1. ρ(L,R) este o subcategorie reflectivă.

2. ρ(L,R) ∈ Rs
f (εU), unde U = L ∨R.

↓ 1. Fie A ∈
∣∣∣ρ(L,R)

∣∣∣, şi m : X → A ∈Mf . Examinăm L şi R-replicile obiectelor X şi A.

Avem următoarele egalităţi:

lA ·m = l(m) · lX , (1)

rA ·m = r(m) · rX . (2)

Deoarece lA = rA, din aceste egalităţi rezultă egalitatea

l(m) · lX = r(m) · rX . (3)

A

X

lA=rA

lX

rX

m
l m( )

r m( )

r
X

l
X

l r=
A A

t
X

Figura 10.4.3

În egalitatea (3) figurează lX , rX ∈ Epi, şi l(m), r(m) ∈ Mf . Deci există un izomorfism

tX : lX → rX astfel ı̂ncât

rX = tX · lX , (4)

l(m) = r(m) · tX . (5)

Am demonstrat că ρ(L,R) este o subcategorie reflectivă.

2. Deoarece L ⊂ T şi R ⊂ T , rezultă că εT ⊂ (εL) ∩ (εR). Rămâne de apelat la Teorema

10.4.2. p. 3-4.↑
10.4.8. Teoremă. Fie L ∈ Rc,R ∈ Rs

f (εL),V ∈ R şi V ⊂ L. Atunci:

1. R∩ ρ(L,V) ∈ Rs
f (εL, εV).

2. Orice (εV)-factorobiect al obiectelor din R∩ ρ(L,V) este şi (εL)-factorobiect.

↓ 1. Fie X ∈ |C2V|, vX : X → vX V-replica lui X şi rvX : vX → rvX R-replica lui vX. Mai

departe, fie

rvX · vX = bX · tX (1)
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((εL)>, εL)-factorizarea morfismului rvX · vX . Să probăm că tX este R∩ ρ(L,V)-replica lui X.

Fie A ∈ |R ∩ ρ(L,V)|, f : X → A şi lA : A → lA L-replica lui A. Atunci lA = vA şi deoarece

A ∈ |R|, rezultă că lA ∈ |R|. Astfel morfismul lA · f se extinde prin vX , care la rândul său se

extinde prin rvX :

lA · f = g · rvX · vX . (1)

Avem

(g · bX) · tX = lA · f. (2)

A

X

lA vA=

tX

vX rvX

f g

h

v rX vX

t
X

l v=

A A

bX

Figura 10.4.4

cu tX ∈ (εL)> şi lA ∈ εL. Deci tX⊥lA şi

f = h · tA, (3)

g · bX = lA · h (4)

pentru un h. Astfel f se extinde prin tX , care este un Epi.
R∩ ρ(L,V) ∈ Rs(εL). Deoarece R ∈ Rs(εL) şi ρ(L,V) ∈ Rs(εL) (Teorema 10.4.8).

R ∩ ρ(L,V) ∈ Rf (εV). Fie A ∈ |R ∩ ρ(L,V)|, b : A → X ∈ εV şi lA : A → lA L-replica lui

A. Atunci lA = vA şi

lA = f · b (5)

pentru un f, unde f ∈ εL. Deoarece lA ∈ |R|, rezultă că X ∈ |R| şi f este L- şi V-replica lui

X. Deci X ∈ |R ∩ ρ(L,V)|.

A X

lA vA=

f
l v=

A A

VeÎb

Figura 10.4.5
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2. Din egalitatea (2) rezultă că b ∈ εL. ↑
10.4.9. Exerciţii. 1. Fie L ∈ Rc. Atunci ρ(L,Π) = Π.

2. ρ(C2V ,R) = R.
10.4.10. Grupoidul Rc. Fie (K1,L1), (K2,L2) ∈ Pc, B1 = εL1, B2 = εL2, B = B1 ∩

B2, T = L1 ∩ L2, L = L1 ∨ L2, K = K1 ∨ K2 şi P = ρ(L1,L2).

Teoremă. 1. P este o subcategorie Eu-reflectivă.

2. Fie tX = bX · pX (B>,B)-factorizarea T -replicii tX : X → tX obiectului X. Atunci pX

este P-replica obiectului X.

3. P = K ∗d T . În particular, B = µK = εL, (K,L) este o pereche de subcategorii conjugate

a categoriei C2V şi P = SB(T ).

4. P ∈ Rs
f (B) şi P ∈ Rf (εT ).

5. k(P) = K ∩ P . În particular, k(P) este o subcategorie corecflectivă a categoriei P .
6. (k(P), T ) este o pereche de subcategorii conjugate a categoriei P .
7. Functorii k şi p comută: k · p = p · k. (K,P) este o teorie de torsiune relativă de dreapta

(TTRD) şi (K ∗s P ,P) este o teorie de torsiune relativă (TTR).

↓ 1. Deoarece subcategoriile L1 şi L2 sunt Eu-reflective, functorii reflectori comută cu pro-

dusele (Teorema 6.1.6). Astfel subcategoria P este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele. Să verificăm,

că P este ı̂nchisă ı̂n raport cu Mp-subobiecte.

Fie A ∈ |P|,m : X → A ∈Mp şi examinăm L1- şi L2-replicile obiectelor X şi A. Avem

tX = bX · pX (1)

lA1 ·m = l1(m) · lX1 , (2)

lA2 ·m = l2(m) · lX2 , (3)

Deoarece L1,L2 ∈ Rc, apoi l1(m), l2(m) ∈Mp şi lX1 , l
X
2 ∈ Eu. Ţinând cont că

l1(m) · lX1 = l2(m) · lX2 , (4)

deducem, că l1X ∼ l2X. Astfel X ∈ |P| şi P este Eu-reflectivă.

X A

)(2 ml

)(1 ml
X

l 2

AA
ll 21 =

X
l1

m

Xl2

Xl1

21l A l A=

Figura 10.4.6
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2. Fie pX : X → pX. Atunci pX ∈ |ρ(L1,L2)|, deoarece tX ∈ |L1∩L2| şi bX ∈ B. Să vedem

cum un morfism f : X → A, cu A ∈ |P| se extinde prin pX . Morfismul tA · f se extinde prin

tX :

tA · f = g · tX , (5)

sau

bA · f = g · bX · pX (6)

pentru un g, unde pX = B> şi bA ∈ B. Deoarece pX ⊥ bA avem

f = h · pX , (7)

g · bX = bA · h (8)

pentru un h. Unicitatea extinderii rezultă din faptul că pX este un epi (tX ∈ Epi, bX ∈ Mu şi

clasa Epi este Mu-ereditară).

X

A

tXpX

tA

f
gh

b

t

p

tb =

X

X

X

A A

Figura 10.4.7

3. Pentru obiectul X ∈ |C2V| examinăm K1,- K2- şi M̃-coreplicile lui. Deoarece M̃ ⊂
K1 ∩ K2 avem următoarele egalităţi:

kX1 ·mk1X = kX2 ·mk2X = mX . (9)

Fie

fX1 ·mk1X = fX2 ·mk2X (10)

pătratul cocartezian construit pe morfismele mk1X şi mk2X . Acest morfism din egalitatea (10)

ı̂l vom nota dX . Atunci

kX1 = uX · fX1 , (11)

kX2 = uX · fX2 (11)

pentru un morfism uX .
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Egalitatea

mX = uX · dX (13)

este (B>,B)-factorizarea morfismului mX . Din egalităţile (4) şi (5) rezultă că uX ∈ B. Să

verificăm că dX ⊥ B. Fie b : A→ B ∈ B şi

b · v = w · dX . (14)

Deoarece b ∈ B = (εL2) ∩ (εL2) = (µK1) ∩ (µK2), apoi

w · fX1 = b · h1 (15)

pentru un h1. Din aceleaşi considerente

w · fX2 = b · h2 (16)

pentru un h2. Avem

b ·h1 ·mk1X = (din (15)) = w ·fX1 ·mk1X = (din (10)) = w ·fX2 ·mk2X = (din (16)) = b ·h2 ·mk2X

i.e.

b · h1 ·mk1X = b · h2 ·mk2X , (17)

sau

h1 ·mk1X = h2 ·mk2X . (18)

Deoarece (1) este un pătrat cocartezian conchidem:

h1 = h · fX1 , (19)
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h2 = h · fX2 (20)

pentru un h. Atunci

b · h · fX1 ·mk1X = (din (19)) = b · h1 ·mk1X = (din (15)) = w · fX1 ·mk1X ,

b · h · fX1 ·mk1X = w · fX1 ·mk1X (21)

şi deoarece fX1 ·mk1X ∈ Epi, deducem că

b · h = w. (22)

Aceasta demonstrează că dX ⊥ b.

k X

A B

uX

mX k X
2

1

h
w

v

d
2

f X

1

f X

1

h

2

h

X

m 2

k X

m 1

k X

Figura 10.4.9

Astfel factorizarea functorului reflector m : C2V → M̃ după o structură de factorizare de

stânga (B>,B) ne conduce la o subcategorie coreflectivă U = QB>(M̃). Se verifică uşor că

uX : uX → X este QB>(M̃)-coreplica obiectului X şi faptul că U = sup(K1,K2) ı̂n clasa

subcategoriilor coreflective. Astfel U = K.
Să verificăm egalitatea P = U∗dT . PentruX ∈ |C2V| fie uX : uX → X şi utX : utX → tX U -

coreplicile obiectelor respective. Atunci

tX · uX = utX · u(tX), (23)

sau

bX · pX · uX = utX · u(tX). (24)
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Fie

uX · vX = fX · u(tX) (25)

pătratul cocartezian construit pe morfismele uX şi u(tX), unde vX : X → vX. Atunci

tX = hX · vX , (26)

utX = hX · fX . (27)

Deoarece utX ∈ B şi hX ∈ Epi, deducem că hX ∈ B. Mai departe, din egalitatea (23)

deducem că u(tX) ∈ Epi. Luând ı̂n consideraţie că U = K1 ∨ K2 şi faptul că u(tX) ∈ Epi, se

verifică uşor că u(tX) ∈ Bx. Astfel egalitatea (1) şi egalitatea (26) sunt două (B>,B)-factorizări

ale morfismului tX şi factor obiectele pX şi vX sunt izomorfe.
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Să verificăm egalitatea B = µK.
B ⊂ µK. Fie b : A → B ∈ B şi mA : mA → A M̃-coreplica lui A. Atunci b · mA este

M̃-coreplica lui B.

Dacă

mA = bX · dX (28)

este (B>,B)-factorizarea lui mA, atunci

mB = (b · bX) · dX (29)

este factorizarea lui mB. Astfel

kB = b · bX (30)

şi b ∈ µK.
µK ⊂ B. Evident.

εL = B. Menţionăm că (B>,B) = (B,B⊥1 ◦ B⊥2 ) = (B,B⊥2 ◦ B⊥1 ) şi L-replica obiectului X

se obţine prin (B,B⊥)-factorizarea S-replicii sX : X → sX sau a Π-replicii πX : X → πX a

obiectului X.
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(K,L) ∈ Pc. Deoarece µK = εL.
P = SB(T ). Deoarece P-replica obiectului X se obţine prin (B⊥,B)-factorizarea T -replicii

obiectului X.

4. P ∈ Rs(B). Fie A ∈ |P| şi b : X → A ∈ B.
Atunci

tA · b = t(b) · tX . (31)

Deoarece tA, b ∈ B din (31) rezultă că tX ∈ B. Deci X ∈ |P|.

tX
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tA

X

t b( )

t tX A

Figura 10.4.11

P ∈ Rf (B). Fie A ∈ |P| şi b : A→ X ∈ P . Dacă lX1 : A→ l1A este L1-replica lui A, atunci

lA1 = u · b, (32)

tA = v · lA1 . (33)

Din (33) rezultă că v, lA1 ∈ B şi din (32), că u ∈ B. Atunci v · u este T -replica lui X şi

v · u ∈ B. Deci X ∈ |P .

tX
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Figura 10.4.12

P ∈ Rf (εT ). Fie A ∈ |P| şi u : A→ X ∈ εT . Atunci

tA = v · u (34)
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pentru un v. Deoarece tA ∈ B şi u ∈ Epi, deducem că u ∈ B. Deci v ∈ B şi v este T -replica lui

X şi X ∈ |P|.
5. k(P) ⊂ K ∩ P . Fie A ∈ |k(P)|. Atunci există un obiect X ∈ |P| astfel ı̂ncât A = kX şi

kA ∈ B. Deoarece P ∈ Rs(B), deducem că A ∈ |P|. Astfel A ∈ |K ∩ P|.
K ∩ P ⊂ k(P). Evident.

6. Să verificăm egalitatea µk(P) = εT , unde ambele clase se construiesc ı̂n categoria P . Fie

A ∈ |P| şi

kA = b · f (35)

cu b ∈Mono. Atunci b ∈ µK = B şi de asemenea f ∈ B. Astfel X ∈ |P|.

X AkA
f b

kA

Figura 10.4.13

Fie acum A ∈ |P| şi

tA = f · b (36)

cu b ∈ Epi. Deoarece tA ∈ B, rezultă că b ∈ B şi atunci X ∈ |P|.

XA tA
fb

t A

Figura 10.4.14

µk(P) ⊂ εT (̂ın categoria P). Fie A ∈ |P| şi

kA = b · f (37)

cu b : X → A ∈ Mono P . Deoarece Mono P ⊂ Mono C2V rezultă că b, f ∈ B şi X ∈ |P|
(conform p.4) şi tA · b este T -replica lui X :

AkA tA

X

f b

k t

t

A A

X

Figura 10.4.15
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tX = tA · b (38)

cu b ∈ Epi. Deci b ∈ εT .
εT ⊂ µk(P) (̂ın categoria P). Fie A ∈ |P| şi b ∈ Epi P . Deoarece Epi P ⊂ Epi C2V ,

AkA tA

X

f
b

k t

k

A A

X

Figura 10.4.16

rezultă că b, f ∈ B şi X ∈ |P|. Astfel

kX = b · kA (39)

cu b ∈Mono P . Deci b ∈ µk(P).

7. Fie X ∈ |C2V|. Avem următoarea diagramă comutativă.

X

kX k Xt

pX tX

k

b

k t( )

f

p

k
X

X

X

X

X

tX=k
pX

Figura 10.4.17

Deoarece bX ∈ B, rezultă că fX este K-coreplica lui pX. Deci kpX = ktX. Mai departe,

kX ∈ B, deci tkX = tX. k(tX) ∈ Epi şi orice epi al subcategoriei K este ortogonal de sus cu B.
Astfel

ktX · k(tX) = tkX (40)

este (B>,B)-factorizarea lui tkX , sau ktX = pkX. Am demonstrat că k · p = p · k.
Egalitatea

pX · kX = kpX · pkX (41)

este un pătrat cocartezian. Asta şi indică că (K,P) este o TTRD (vezi 11.4).

Functorul coreflector w : C2V → K ∗s P şi cel reflector p : C2V → P comută şi (K ∗s P ,P)

este o TTR (vezi 11.4.4).↑
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10.4.11. Fie R o subcategorie Eu-reflectivă. Notăm A(R) = {B ∈ Bic|εR ⊂ B}. Clasa

A(R) conţine elementul Eu ∩Mu = εS. Fie B̄(R) = ∩{B|B ∈ A(R)}.
Atunci B̄(R) ∈ Bic şi (B̄(R), B̄(R)⊥)-factorizarea morfismului sX : X → sX, unde S este

subcategoria spaţiilor cu topologie slabă, ne conduce la subcategoria c-reflectivă R̄c, cea mai

mare subcategoria c-reflectivă, ce se conţine ı̂n subcategoria R (vezi 9.2.1).

Să revenim la subcategoria P = ρ(L1,L2) cu L1,L2 ∈ Rc. Atunci P̄ ∈ Rc vom defini

următoarea operaţie binară ı̂n clasa Rc :

L1 ⊕ L2 = P̄c.

Astfel Rc este un grupoid. Să examinăm proprietăţile lui.

10.4.12. Propoziţie. 1. Operaţia ⊕ este comutativă: L1 ⊕ L2 = L2 ⊕ L1.

2. C2V este elementul neutru ı̂n grupoidul Rc.

ρ(C2V ,L) = L, C2V ⊕ L = L.

3. Orice element L ∈ Rc coincide cu simetricul său:

ρ(L,L) = C2V ,L ⊕ L = C2V . ↑
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Capitolul 11. Produse de subcategorii

11.1. Produsul de dreapta a două subcategorii

11.1.1. Fie K o subcategorie coreflectivă, iar R o subcategorie reflectivă a categoriei C2V .
Pentru un obiect arbitrar X al categoriei C2V fie rX : X → rX R-replica, kX : kX → X K-

coreplica obiectului X, iar krX : krX → rX K-coreplica obiectului rX. Atunci

rX · kX = krX · k(rX). (1)

Pe morfismele kX şi k(rX) construim pătratul cocartezian

vX · kX = gX · k(rX) (2)

Atunci

rX = uX · vX , (3)

krX = uX · gX (4)

pentru un morfism uX : vX → rX.

X

kX

?
rX

-

-

krXkX

k(rX)

rX

krX

vX
uX

gX

vX

��

��

��	

@@

@@

@@R
��

��

���

?

Figura 11.1.1.

11.1.2. Stabilim notaţiile construcţiei duale. Fie K o subcategorie coreflectivă, şi R o

subcategorie reflectivă a categoriei C2V . Pentru un obiect arbitrar X a categoriei C2V fie kX :

kX → X K-coreplica, iar rX : X → rX şi rkX : kX → rkX R-replica obiectelor respective.

Atunci

rX · kX = r(kX) · rkX (1)

Pe morfismele rX şi r(kX) construim pătratul cartezian

rX · wX = r(kX) · fX . (2)
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Atunci

kX = wX · tX , (3)

rkX = fX · tX (4)

pentru un morfism tX : kX → wX.

X

kX

?
rX

-

-

r(kX)kX

rkX

rX

rkX

wX

tX fX

wX

��

��

���@@

@@

@@R

��

��

��	 ?

Diagrama 11.1.2

11.1.3. Lemă. Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. gX şi uX aparţin clasei µK.
2. gX este K-coreplica obiectului vX : gX = kvX .

3. rX = uX · vX este ((µK)⊥, µK)-factorizarea morfismului respectiv.

↓ 1. În pătratul cocartezian

vX · kX = gX · k(rX) (1)

kX ∈ Eu. Deci şi gX ∈ Eu, şi din egalitatea

uX · gX = krX , (2)

deoarece krX ∈Mono, rezultă că gX ∈Mono.

Mai departe, krX ∈ Eu. Din egalitatea (2) rezultă că uX ∈ Eu. Deoarece clasa Mono este

Eu-coereditară, din egalitatea (2) rezultă că uX ∈Mono. Deci uX ∈ µK.
2. Rezultă din faptul că krX este K-coreplica obiectului rX, iar ı̂n egalitatea (2) uX este un

mono.

3. Rămâne de arătat că vX⊥µK. Fie b : A→ B ∈ µK şi

b · f = g · vX . (3)
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Deoarece b ∈ µK şi krX ∈ |K| avem

g · gX = b · f1 (4)

pentru un f1. Astfel

b · f1 · k(rX) = (din(4)) = g · gX · k(rX) = (din(1)) = g · vX · kX = (din(3)) = b · f · kX ,

i.e.

b · f1 · k(rX) = b · f · kX , (5)

sau

f1 · k(rX) = f · kX (6)

şi deoarece (1) este un pătrat cocartezian

f = f2 · vX , (7)

f1 = f2 · gX . (8)

pentru un f2. Mai departe,

b · f2 · gX = (din(8)) = b · f1 = (din(4)) = g · gX ,

i.e.

b · f2 · gX = g · gX , (9)

sau

b · f2 = g. (10)

Egalităţile (7) şi (10) demonstrează că vX⊥µK. ↑

kX

vX

X rX

A B

krX

uXkX
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X

X
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f
2
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Xk(    )r

bÎmK

Diagrama 11.1.3
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11.1.3*. Lemă. Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. fX , tX ∈ εR.
2. fX este R-replica obiectului wX : fX = rkX .

3. kX = wX · tX este (εR, (εR)⊥)-factorizarea morfismului respectiv. ↑
11.1.4. Definiţie. 1. Subcategoria V = SµK(R) se numeşte produsul de dreapta al subcat-

egoriilor K şi R şi se notează V = K ∗d R.
Diagrama 11.1.1 se numeşte diagrama produsului de dreapta (diagrama (PD)) construită

pentru obiectul X.

1*. Subcategoria W = QεR(K) se numeşte produsul de stânga al subcategoriilor K şi R şi

se notează W = K ∗s R.
Diagrama 11.1.2 se numeşte diagrama produsului de stânga (diagrama (PS)) construită

pentru obiectul X.

11.1.5. Lemă. 1. R ⊂ K ∗d R.
2. Fie krA = kA. Atunci A ∈ |K ∗d R|. În particular, dacă εR ⊂ µK, atunci krA = kA

pentru orice A ∈ |C2V|.
↓ 1. Fie A ∈ |R|. Atunci rA = 1. Deci k(rA) = 1 şi vA = 1.

2. Dacă krA = kA, atunci k(rA) = 1. Deci şi vA = 1. ↑
11.1.5*. Lemă.1. K ⊂ K ∗s R.
2. Fie rkA = rA. Atunci A ∈ |K ∗s R|. În particular, dacă µK ⊂ εR, atunci rkA = rA

pentru orice A ∈ |C2V|. ↑
11.1.6. Teoremă. K ∗d R este o subcategorie slab reflectivă şi vX : X → vX este slab

(K ∗d R)-replica lui X. vX este (K ∗d R)-replica ı̂n următoarele cazuri: M̃ ⊂ K sau S ⊂ R.
↓ Fie A ∈ SµK(R) şi f : X → A. Există un obiect Z ∈ |R| şi un morfism b : A→ Z ∈ µK.

Atunci

rX · kX = krX · k(rX), (1)

vX · kX = gX · k(rX). (2)
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Figura 11.1.4

Mai departe,

b · f = g · rX (3)

pentru un g. Deoarece b ∈ µK şi krX ∈ |K|

g · krX = b · h (4)

pentru un h. Avem

b · f · kX = (din(3)) = g · rX · kX = g · krX · k(rX) = (din(4)) = b · h · k(rX),

i.e.

b · f · kX = b · h · k(rX), (5)

f · kX = h · k(rX). (6)

Deoarece (2) este pătrat cocartezian

f = l · vX (7)

h = l · gX (8)

pentru un l. Astfel am demonstrat că l exinde f prin vX .

Fie S ⊂ R. Atunci ı̂n egalitatea

rX = uX · vX (9)

uX , rX ∈ Eu ∩Mono. Deci şi vX ∈ Eu ∩Mono.

Fie M̃ ⊂ K. În egalitatea

krX = uX · fX (10)

uX ∈Mu. Atunci din egalitatea (9) vX ∈ Epi. ↑
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11.1.6*. Teoremă. K ∗d R este o subcategorie slab coreflective şi wX : wX → X este

(K∗sR)-coreplica lui X. wX este K∗sR-coreplica ı̂n următoarele cazuri: M̃ ⊂ K sau S ⊂ R. ↑
11.1.7. Exemple. Examinăm ı̂n categoria C2V subcategoria coreflectivă Σ a spaţiilor cu

cea mai fină topologie local convexă şi subcategoria reflectivă Π a spaţiilor complete cu topologie

slabă.

1. Functorul w : C2V → Σ ∗s Π nu este un functor coreflector.

2. Functorul v : C2V → Σ ∗d Π nu este un functor reflector.

↓ 1. Construim diagrama (PS) pentru un obiect arbitrar X ce nu aparţine subcategoriei Π.

X
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?
πX
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-

π(σX)σX

πσX

πX

πσX

wX

tX fX = πwX

wX
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��	 ?

Figura 11.1.5

În egalitatea

πX · σX = π(σX) · πσX (1)

πX , σX ∈ Epi. Deci π(σX) · πσX ∈ Epi şi π(σX) ∈ Epi. Deoarece un epi al unui spaţiu din

subcategoria Π ı̂n alt spaţiu al acestei subcategorii este retractibil, deducem că π(σX), iar cu

el şi wX este o retracţie. Dacă wX este un mono, el este un iso. Astfel obiectul X este izomorf

cu πσX, deoarece fX este un bimorfism.

2. Construim diagrama (PD) pentru un obiect X ce nu aparţine subcategoriei Σ.

X

σX

?
πX

-

-

σπXσX

σ(πX)

πX

σπX

vX uX

gX = σvX

vX
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Figura 11.1.6
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Deoarece πX este un mono, rezultă că şi σ(πX) este la fel. Deci σ(πX) este secţionabil, iar

cu el şi vX este secţionabil. Fie vX un epi. Atunci el este un iso. Astfel X este izomorf cu πX.

11.1.8. Să revenim la diagrama 11.1.1. Fie rvX : X → rvX R-replica lui X. Atunci:

uX = pX · rvX , (1)

rvX · vX = iX · rX (2)

pentru un pX şi un iX .
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krX
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Figura 11.1.7

Teorema. Fie K o subcategorie coreflectivă, R o subcategrie reflectivă a categoriei C2V , şi

V = K ∗d R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. vX este V-replica obiectului X.

2. k(rX) ∈ Epi.
3. vX ∈ Epi.
4. vX ∈ Epi ∩Mu.

5. uX este R-replica obiectului vX.

6. uX ∈Mu.

7. vX , uX ∈ Epi ∩Mu.

8. rvX ∈ Eu.
9. rvX ∈ µK.
10. pX ∈Mono.

11. iX ∈ Epi.
12. X ∈| V |⇔ rX · kX este K-coreplica obiectului rX.

↓ 1⇒ 2. Fie

k(rX) = i · p (3)
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(Epi,Mf )-factorizarea morfismului respectiv, iar

p1 · kX = k1 · p (4)

pătratul cocartezian construit pe morfismele p şi kX . Atunci

vX = i1 · p1, (5)

kvX · i = i1 · k1 (6)

pentru un morfism i1 : P → vX, iar pătratul (6) este pătratul cocartezian construit pe morfis-

mele k1 şi i. Deoarece clasa Mf este stabilă la dreapta, rezultă că i1 ∈ Mf , iar din egalitatea

(5) că i1 ∈ Epi. Deci i1 ∈ Epi ∩Mf = Iso. De asemenea kvX ∈ Eu ∩Mono (Lema 11.1.5 p.1).

Astfel kvX şi i1 sunt aplicaţii bijective şi putem scrie următoarea egalitate vectorială:

i = (kvX)−1 · i1 · k1. (7)

Deci i este o aplicaţie surjectivă: i : Epi ∩Mf = Iso, iar k(rX) ∼ p ∈ Epi.
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Figura 11.1.8

2⇒ 3. Rezultă din faptul că clasa Epi este stabilă la dreapta.

3⇒ 4. În egalitatea

rX = uX · vX (8)

rX ∈Mu. Deci şi vX ∈Mu.

4⇒ 5. Evident.

5⇒ 6. În agalitatea (8) rX ∈Mu şi vX ∈ Epi, iar clasa Mu este Epi-coereditară.

6 ⇒ 7. În egalitatea (8) uX ∈ Mu şi rX ∈ Epi. Deoarece clasa Epi este Mu-ereditară

deducem că vX ∈ Epi.
7⇒ 1. Să demonstrăm ı̂n primul rând următoarea afirmaţie.
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Fie A ∈| V | . Atunci vA ∈ Iso.
Într-adevăr, fie A = vX. Atunci uX = rA, iar k(rA) ∈ Iso. Deci şi vA ∈ Iso.
Fie acum A ∈| V |, iar f : X → A. În baza Teoremei 11.1.6 avem egalitatea

vA · f = v(f) · vX , (9)

sau

f = (vA)−1 · v(f) · vX . (10)

Unicitatea acestei extinderi rezultă din faptul că vX ∈ Epi.
7 ⇒ 8. Odată ce vX ∈ Epi, rezultă că uX este R-replica obiectului vX : rvX = uX , şi

uX ∈ µK ⊂ Eu.
8⇒ 9. Din egalitatea (7) putem scrie următoarea egalitate de aplicaţii a spaţiilor vectoriale:

pX = uX · (rvX)−1. (11)

Avem

pX · iX · rX = (din(2)) = pX · rvX · vX = (din(1)) = uX · vX = (din(8)) = rX ,

i.e.

pX · iX · rX = rX , (12)

sau

pX · iX = 1. (13)

Deci pX ∈ Ret, şi pX ∈ Iso.
Atunci

krX = pX · rvX · kvX . (14)

Astfel rvX ∈ µK.
9⇒ 10. Rezultă din cele expuse ı̂n demonstraţia 8⇒ 9.

10⇒ 11. Evident.

11⇒ 12. Din ipoteză rezultă că pX , iX ∈ Iso. Astfel rvX ∈ µK, şi rvX ·kvX este K-coreplica

obiectului rvX.

Reciproc. Fie rX · kX K-coreplica obiectului rX. Atunci k(rX) ∈ Iso. Astfel vX ∈ Iso.
Adică X ∈| V | .

12⇒ 1. Examinăm diagrama (PD). Deoarece vX ∈| V |, rezultă că rvX ·kvX este K-coreplica

obiectului rvX. Deci rvX ∈ µK, şi pX , iX ∈ Iso. Astfel uX ∈ Mu, şi vX ∈ Epi. Deci vX este

V-replica obiectului X. ↑

287



11.1.9. Fie V = K ∗d R o subcategorie reflectivă a categoriei C2V . Nu se ştie dacă ı̂n acest

caz anume vX : X → vX este V-replica obiectului X (vezi Problema 11.1.23).

Definiţie. Fie V = K∗dR şi fie că pentru orice obiect X ∈| C2V | morfismul vX : X → vX

este V-replica obiectului X. Atunci vom spune că functorul v : C2V → V este un functor

reflector.

11.1.10. Teoremă. Fie V = K ∗d R, şi M = µK ∩ εR. Următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. v : C2V → V este un functor reflector.

2. V = SM(R).

3. | V |= {A ∈| C2V | |kA = krA}.
4. | V |= {A ∈| C2V | |rA ∈ µK}.
↓ 1 ⇒ 2. Dacă v este un functor reflector, atunci pentru orice obiect X ∈| C2V | uX ∈ Mu

(Teorema 11.1.8 p.6). Însă uX ∈ µK (Lema 11.1.5 p.1). Astfel uX : vX → rX ∈ µK ∩ εR.
2⇒ 3. Fie A ∈| V | . Atunci kA = krA ı̂n baza Lemei 11.1.5 p.2.

Reciproc. Fie kA = krA. Atunci k(rA) = 1 şi A ∈| V | .
3⇒ 4. Fie A ∈| R | . Atunci rA = uA ∈ µK (Lema 11.1.5 p.2).

Reciproc. Fie rA ∈ µK. Atunci kA = krA şi rA = 1, deci şi vA = 1.

4⇒ 1. Examinăm diagrama (PD) construită pentru un obiect arbitrar X şi fie vX = A, iar

rA : A→ rA R-replica obiectului X.
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Figura 11.1.9

Există un morfism pX astfel ı̂ncât

uX = pX · rA. (1)

De asemenea

rA · vX = iX · rX (2)
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pentru un morfism iX . Avem

pX · iX · rX = (din(2)) = pX · rA · vX = (din(1)) = uX · vX = rX ,

sau

pX · iX · rX = rX , (3)

Deci

pX · iX = 1. (4)

În egalitatea (1) uX şi rA sunt aplicaţii bijective, la fel este şi pX . Atunci din (4) rezultă că

pX , iX ∈ Iso şi deci uX este R-replica obiectului vX. ↑
11.1.10*. Teoremă. Fie W = K ∗d R şi M = µK ∩ εR. Următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. w : C2V → W este un functor coreflector.

2. W = Qµ(K).

3. |V| = {A = |C2V| |rA = rkA}.
4. |V| = {A = |C2V| |kA ∈ εR.}.
11.1.11. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc,R ∈ R şi U = L ∨R. Atunci:

1. K ∗s R ∈ Ks
f (εU).

1*. K ∗d R ∈ Rs
f (εU).

11.1.12. Teoremă. Fie K ∈ K, şi R ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rs(µK).

2. R = K ∗d R.
3. R = T ∗d R pentru orice subcategorie coreflectivă T cu proprietatea K ⊂ T .
↓ 1 ⇒ 2. Examinăm diagrama (PD) construită pentru un obiect arbitrar X. Deoarece

uX ∈ µK (Lema 11.1.5 p.1), ı̂n baza ipotezei, deducem că vX ∈| R | . Deci uX este un

izomorfismm şi V = R.
2⇒ 1. Fie A ∈| R |, şi b : X → A ∈ µK. Atunci

kA = b · kX , (1)

şi

b = f · rX (2)

pentru un morfism f. În baza ipotezei

rX · kX = krX · k(rX) (3)
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este un pătrat cocartezian, şi

kA · k(f) = f · krX . (4)

Avem

kA · k(f) · k(rX) = (din(4)) = f · krX · k(rX) = (din(3)) = f · rX · kX =

= (din(2)) = b · kX = (din(1)) = kA,

i.e.

kA · k(f) · k(rX) = kA, (5)

sau

k(f) · k(rX) = 1. (6)

În plus k(rX) este un epi (Teorema 11.1.8 p.2). Deci k(rX) ∈ Iso, iar cu el şi rX ∈ Iso. Astfel

am demonstrat că X ∈| R | .

kX

X

A

rX

krX

k

k r( )

k f( )

rX
kX

kA r

f
b

X

X

Figura 11.1.10

1 ⇒ 3. Dacă K ⊂ T , atunci µT ⊂ µK. Din ipoteza 1 deducem că R ∈ Rs(µT ). Deci

R = T ∗d R.
3⇒ 1. Evident. ↑
11.1.13. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rs(εL).

2. R = K ∗d R.
3. R = T ∗d R pentru orice subcategorie coreflectivă T cu proprietatea K ⊂ T . ↑
11.1.14. Propoziţie. Fie K ∈ K, iar R ∈ R. Examinăm următoarele condiţii:

1. R ∈ Rs(µK).

2. k(R) ⊂ R.
3. r(K) ⊂ K.
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Atunci 1⇒ 2⇔ 3.

↓ 1 ⇒ 2. Fie A ∈| R |, şi kA : kA → A K-coreplica acestui obiect. Atunci kA ∈ µK. Deci

kA ∈| R | .
2 ⇒ 3. Fie A ∈| K |, rA : A → rA R-replica lui A, şi krA : krA → rA K-coreplica lui rA.

Deoarece A ∈| K |, există un morfism f : A→ krA astfel ı̂ncât

rA = krA · f. (1)

În baza ipotezei krA ∈| R | . Astfel pentru morfismul f există un morfism g : rA → krA cu

proprietatea

f = g · rA (2)

Avem

krA · g · rA = (din(2)) = krA · f = (din(1)) = rA

i.e.

krA · g · rA = rA, (3)

sau

krA · g = 1. (4)

Deci

krA = g−1. (5)

şi rA ∈| K | .
3⇒ 2. Demonstraţie duală. ↑
11.1.15. Fie V = K ∗d R şi v : C2V → V este un functor reflector. Pentru orice obiect

(E, t) ∈| V | R-replica lui este o bijecţie (Teorema 11.1.7 p.8). Astfel r(E, t) = (E, r(t)). Cu

alte cuvinte R-replica modifică doar topologia pe spaţiul E.

Teoremă. Fie V = K ∗d R şi functorul v : C2V → V este un functor reflector. Sunt

adevărate următoarele afirmaţii:

1. Subcategoria V este ı̂nchisă ı̂n raport cu (µK)-subobiecte: V ∈ Rs(µK). În particular,

k(V) ⊂ V .
2. Subcategoria V este ı̂nchisă ı̂n raport cu (εR)-factorobiecte: V ∈ Rf (εR).

3. Fie (E, t) ∈| V |, (E, k(t)) K-coreplica, (E, r(t)) R-replica lui, iar u o topologie local

convexă pe spaţiul E cu proprietatea

r(t) ≤ u ≤ k(t).

Atunci (E, u) ∈| V | .
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4. V ⊂ QµK(k(R)).

5. V ∈ Rs(εR)⇔ V = C2V .
6. Egalitatea rX = uX · vX este ((µK)>, µK)-factorizarea lui vX .

↓ 1. Fie vX ∈| V |, iar b : Y → vX ∈ µK. Atunci K-coreplicile obiectelor vX şi Y verifică

egalitatea

kvX = b · kY . (1)

Există un morfism t : rY → rX astfel ı̂ncât

uX · b = t · rY . (2)

Mai avem egalităţile

t · krY = krX · k(t), (3)

rY · kY = krY · k(rY ), (4)

uY · kvX = krX . (5)
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vX
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X

k
vY

r

t=r b(  )

k t( )

u

Y

Y

k r( ) k r( )X Y

Figura 11.1.11

Avem

krX · k(t) · k(rY ) = ((din(3))) = t · krY · k(rY ) = (din(4)) = t · rY · kY = (din(2)) =

= uX · b · kY = (din(1)) = uX · kvX = (din(5)) = krX ,

i.e.

krX · k(t) · k(rY ) = krX . (6)
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Deoarece krX = Epi obţinem

k(t) · k(rY ) = 1. (7)

Astfel k(rY ) ∈ Epi, (Teorema 11.1.7) şi k(rY ) ∈ Sec, deci k(rY ) ∈ Iso, iar cu el şi vY ∈ Iso.
2. Fie vX ∈ |V| şi b : vX → Y ∈ εR. Atunci

uX = p · b (8)

pentru un p, deoarece uX este R-replica lui vX. În acest caz p este R-replica lui Y. Mai departe,

uX · kvX = krX , (9)

p · kY = krX · k(b), (10)

b · kvX = kY · k(b). (11)

Se verifică că k(rY ) şi k(b) sunt reciproc inverse. Atunci k(rY ), vY ∈ Iso.
3. Rezultă din p.1 şi 2.

4. Pentru orice obiect X uX ∈ µK. Astfel V ⊂ QµK(k(R)).

5. Fie V ∈ Rs(εR). Pentru orice X ∈ |C2V|, vX ∈ εR. Deci X ∈ |V|. Dacă V = C2V , atunci

V ∈ Rs(εR).

6. Deoarece uX ∈ µK, rămâne de demonstrat că vX ∈ (µK)>, adică vX ⊥ µK. Fie b : A→
B ∈ µK şi

b · f = g · vX . (12)

kA : kA → A este K-coreplica obiectului A. Deci b · kA : kA → B este K-coreplica obiectului

B. Astfel pentru morfismul g · kvX : krX → B există un morfism h cu proprietatea:

g · kvX = b · kA · h. (13)

Avem

b · kA · h · k(rX) = (din(4)) = g · kvX · k(rX) = (din(2) p.1.1)

= g · vX · kX = (din(3)) = b · f · kX ,

i.e.

b · kA · h · k(rX) = b · f · kX (14)

şi deoarece b ∈Mono, rezultă că

kA · h · k(rX) = f · kX . (15)
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Odată ce (2) este cocartezian deducem că

f = w · vX , (16)

kA · h = w · kvX (17)

pentru un morfism w : vX → A. Egalitatea

g = b · w (18)

şi unicitatea diagonalei w rezultă din egalităţile (12) şi (16) şi faptul că vX ∈ Epi. ↑
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11.1.16. Teoremă. Fie K, T ∈ K,L,R ∈ R şi εL ⊂ µK.
1. Dacă K ⊂ T , atunci T ∗s R = C2V .
2. Fie că T $ K, iar W = T ∗s L. Atunci:

a) Subcategoriile K şi L nu se conţin ı̂n subcategoria W ;

b) l · w = w · l = l · t;
c) l(T ) ⊂ W .

↓ Vom verifica doar p. 2 b). În primul rând menţionăm că l ·w = l · t. Mai departe, deoarece

T ⊂ K deducem că tlX = tX. Deci wlX = ltX, sau w · l = l · t. ↑
11.1.17. Propoziţie. Fie (K,L) ∈ Pc, R ∈ R, iar V = K ∗d R. Atunci:

1. ρ(L,R) ⊂ K ∗d R.
2. l · v = l · r.
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3. Dacă R ⊂ L, atunci ρ(L,R) = K ∗d R.
↓ 1. Construim diagrama (PD) pentru un obiect arbitrarX al categoriei C2V şi subcategoriile

K şi R.
rX · kX = rkX · k(rX). (1)

Dacă X ∈
∣∣∣ρ(L,R)

∣∣∣, atunci lX = rX . Deci k(rX) = k(lX) este un izomorfism, iar cu el este

un izomorfism şi vX . Astfel X ∈ |V|.
2. Pentru un obiect arbitrar X al categoriei C2V din diagrama (PD) examinăm egalităţile:

krX = uX · kvX (2)
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lvX

fX = kvX

uXvX

Figura 11.1.13

Din egalitatea (2) rezulă că uX ∈ µK = εL. Astfel

lvX = gX · uX (3)

pentru un morfism gX , unde lvX este L-replica obiectului vX. Deoarece uX ∈ Epi din egalitatea

(3), deducem că gX ∈ εL. Aceasta ı̂nseamnă că gX este L-replica obiectului rX. Astfel am

demonstrat că l · r = l · v.
3. Fie că R ⊂ L şi o să demonstrăm că K∗dR ⊂ ρ(L,R). Pentru diagrama (PD) construită

pentru un obiect arbitrar X al categoriei C2V examinăm egalitatea

krX = uX · fX . (4)

295



Deoarece fX ∈ Epi, rezultă că uX ∈ µK = εL. Pe de altă parte rX ∈| R |⊂| L | . Astfel uX

este atât R-replica cât şi L-replica obiectului vX. Aceasta ı̂nseamnă că vX ∈| ρ(L,R) | . ↑
11.1.18. Exemple. Fie K ∈ K şi R ∈ R.
1. K ∗s C2V = K.
2. C2V ∗s R = C2V .
3. K ∗d C2V = C2V .
4. C2V ∗d R = R.
5. Fie K ⊂ M̃, şi S ⊂ R. Atunci K ∗d R = C2V . În particular, Σ ∗d S = C2V .
11.1.19. Exerciţii. Fie V = K ∗d R şi v : C2V → V un functor reflector.

1. Pe obiectele subcategoriei V avem egalitatea k = k · r.
2. k · r · k · r = k · r.
3. r · k · r · k = r · k.
4. Fie A ∈| k(R) | . Atunci rA = krA.

5. Fie L1 = k(R). Dacă A ∈| L1 | . Atunci krA = A. Adică pe subcategoria L1 avem

egalitatea k · r = 1.

6. Fie L2 = r(K). Dacă A ∈| L2 | . Atunci rkA = A. Adică pe subcategoria L2 avem

egalitatea r · k = 1.

7. Fie (K,L) o pereche de subcategorii conjugate.

a) K ∗d L = C2V .
b) Fie R ∈ R şi R ⊂ L. Atunci R ⊂ K ∗d L ⊂ L.
8. R ⊂ K ∗d R.
9. Fie K,K1,K2 ∈ K, şi R,R1,R2 ∈ R.
a) Dacă K1 ⊂ K2, atunci K1 ∗s R ⊂ K2 ∗s R, K1 ∗d R ⊂ K2 ∗d R.
b) Dacă R1 ⊂ R2, atunci K ∗s R1 ⊂ K ∗s R2, K ∗d R1 ⊂ K ∗d R2.

11.1.20. Exerciţii. Fie R ∈ R, (P ′′, I ′′) = (P ′′(R), I ′′(R)), iar K ∈ K.
1. K ∗s R ∈ K(I ′′)⇔ K ∈ K(Mu).

2. K ∗s R = K ⇔ K ∈ K(I ′′).
3. Fie K ∗s R = M̃ ∗s R, şi T ∈ R(I ′′). Atunci K ∗s T = M̃ ∗s R.
11.1.21. Exerciţii. 1. Fie T ,K ∈ R,K ⊂ T şi R ∈ R. Atunci T ∗d (K ∗d R) = K ∗d R.
2. Fie că functorul reflector r : C2V → R este un monofunctor. Atunci pentru orice K ∈ K

w : C2V → K ∗s R este un functor coreflector.

3. Fie K ∈ K şi M̃ ⊂ K. Atunci K ∗s Π = C2V , şi K ∗d Π = Π.

4. Fie R ∈ R şi S ⊂ R. Atunci Σ ∗s S = Σ, şi Σ ∗d S = C2V .
5. Fie K ∈ R şi R ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:
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a) K ∗d R = R;

b) Subcategoria R este ı̂nchisă ı̂n raport cu (µK)-subobiecte.

6. Fie R ∈ R,S ⊂ R şi S 6= R. Atunci M̃ ∗s R 6= C2V .
7. Fie K ∈ K,M̃ ⊂ K şi M̃ 6= K. Atunci K ∗d S 6= C2V .
11.1.22. Exerciţii. Fie K ∈ K, iar R ∈ R. 1∗. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) k · l = k;

b) K ∗d L = C2V .
10. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) l · k = l;

b) K ∗s L = C2V .
2. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) (K,L) ∈ Pc;
b) K ∗d L = C2V şi K ∗s L = C2V .
11.1.23. Probleme. Fie K ∈ K, şi R ∈ R.
1. Fie că v : C2V → K ∗d R este un functor reflector. Este adevărat atunci când M̃ ⊂ K

sau S ⊂ R?

1∗. Fie că w : C2V → K∗sR este un functor coreflector. Este adevărat atunci când M̃ ⊂ K
sau S ⊂ R?

11.2. Factorizarea produsului la dreapta

11.2.1. Fixăm o structură de factorizare (E ,M) ı̂n categoria C2V . Pentru o subcategorie

coreflectivă K şi o subcategorie reflectivă R examinăm functorul

v : C2V → V ,

unde V = K ∗d R (vezi Teorema 11.1.6). Fie

vX = iX · pX (1)

(E ,M)-factorizarea morfismului vX : X → vX, şi P = SM(V).

Teoremă. 1. Pentru orice obiect X al categoriei C2V vpX = vX.

2. Corespondenţa X 7→ (pX , pX) defineşte subcategoria P ca o subcategorie E-reflectivă.

↓ 1. Examinăm diagrama (PD) construită pentru un obiect X.
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Figura 11.2.1

Orice morfism din obiectul pX ı̂ntr-un obiect al subcategoriei R se extinde prin morfismul

uX · iX . Această extindere este unică deoarece pX ∈ Epi. Deci

uX · iX = rpX . (2)

Astfel pătratul

(uX · iX) · kpX = krX · k(rpX) (3)

este diagrama (PD) construită pentru obiectul pX.

Avem

uX · iX · kpX = krX · k(rpX) = uX · kvX · k(rpX)

i.e.

uX · iX · kpX = uX · kvX · k(rpX) (4)

şi deoarece uX ∈Mono, deducem că

iX · kpX = kvX · k(rpX). (5)

Deci

k(rpX) = k(iX). (6)
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Deoarece

vX · kX = kvX · k(rX) (7)

este un pătrat cocartezian, şi kvX ∈ Epi, se verifică uşor că (5) este un pătrat cocartezian.

Astfel am demonstrat că vpX = vX.

2. Din demonstraţia p.1 precedent deducem că ppX = pX. Rămâne de apelat la Teorema

11.1.8 p.7.

11.2.2. În categoria spaţiilor topologice complet regulate (spaţii Tihonov) T h produsul de

dreapta, ı̂n genere, nu este o subcategorie reflectivă.

Definiţie. Fie τ un cardinal. Examinăm categoria T h.
1. Într-un spaţiu topologic intersecţia a τ mulţimi deschise se numeşte Gτ -mulţime.

2. P−τ -modificaţie a spaţiului (X, t) se numeşte spaţiul (X, t−τ ), unde baza topologiei t−τ este

formată din Gα-mulţimi, α < τ.

3. K−(τ) este subcategoria plină a categoriei T h formată din toate spaţiile (X, t) pentru

care t = t−τ .

4. Spaţiul X se numeşte Q−(τ)-spaţiu, dacă X este ı̂nchis ı̂n K−(τ)-coreplica spaţiului βX,

unde βX este Comp-replica spaţiului X.

11.2.3. Remarcă. 1. Q−(w1) = Q subcategoria spaţiilor Hewitt.

2. Referitor la spaţiile K−(τ) vezi D.Botnaru, R.Robu, [B, R, 2000].

3. Referitor la spaţiile Q−(τ) vezi A.Cigoghidze [Ci, 1980].

11.2.4. Teorema (Botnaru D., Turcanu A.[B, T, 2011]). Subcategoria reflectivă Q−(τ)

este (Epi,Mf )-factorizarea produslui de dreapta K−(τ) ∗d Comp :

Q−τ = SMf
(K−(τ) ∗d Comp). ↑

11.3. Produsul de dreapta cocartezian a două subcategorii

11.3.1. Fie K o subcategorie coreflectivă, şi R o subcategorie reflectivă a categoriei C2V ,
sau R o subcategorie reflectivă a categoriei K. Pentru un obiect arbitrar X al categoriei C2V
efectuăm următoarea construcţie. Fie kX : kX → X K-coreplica, şi rkX : kX → rkX R-replica

obiectelor respective. Pe morfismele kX şi rkX construim pătratul cocartezian

v̄X · kX = uX · rkX . (1)
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Definiţie. 1. Subcategoria plină a tuturor obiectelor izomorfe cu obiecte de tipul v̄X se

numeşte produsul de dreapta cocartezian al subcategoriilor K şi R şi se notează

V̄ = K ∗dc R.

kX

X X

rkX

u

r

X
kX

v
v

X

kX

Figura 11.3.1

2. Diagrama pătratului cocartezian (1) se numeşte diagrama produsului de dreapta co-

cartezian al perechii de subcategorii (K,R) (diagrama (PDC)).

11.3.2. Construcţia duală. Fie R o subcategorie reflectivă a categoriei C2V , iar K
o subcategorie coreflectivă a categoriei C2V sau a categoriei R. rX : X → rX R-replica,

şi krX : krX → rX K-coreplica obiectelor respective. Pe morfismele rX şi krX construim

pătratul cartezian

rX · w̄X = krX · tX . (1)

Definiţie. 1. Subcategoria plină a tuturor obiectelor izomorfe cu obiecte de tipul w̄X se

numeşte produsul de stânga cartezian al perechii de subcategorii (K,R) şi se notează

W̄ = K ∗sc R.

2. Diagrama pătratului cartezian (1) se numeşte diagrama produsului de stânga cartezian

al perechii de subcategorii (K,R) (diagrama (PSC)).

wX
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krX

k

t

rX
w X

r X

X

Figura 11.3.2

11.3.3. Lemă. 1. R ⊂ K ∗dc R.
2. Fie A ∈ |K|. Atunci v̄A = rA.

↓ 1. Fie A ∈| R |, kA : kA → A K-coreplica, şi rkA : kA → rkA R-replica obiectelor

respective. Atunci

rA = f · rkA (1)
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pentru un morfism f. Este evident atunci că

f · rkA = 1 · kA (2)

este pătratul cocartezian construit pe morfismele kA şi rkA. Deci v̄A = 1.

2. Evident. ↑
11.3.4. Teoremă. 1. Corespondenţa X 7→ v̄X defineşte un functor, v̄ : C2V → V̄
2. Functorii k, r şi v̄ verifică egalitatea r · k = v̄ · k. ↑
11.3.5. Remarcă. Menţionăm, că v̄X ∈ εR, şi (εR, (εE)⊥) este o structură de factorizare

de dreapta. Astfel factorizarea morfismului v̄X nu ne conduce, ı̂n genere, la o subcategorie

reflectivă, deoarece obiectele v̄X şi v̄v̄X nu sunt izomorfe.

11.3.6. Apare următoarea ı̂ntrebare:

Când functorul v̄ : C2V → K ∗dc R este un functor reflector?

Examinăm următoarea condiţie:

(PDC) Pentru orice obiect X al categoriei C2V ı̂n diagrama (PDC) morfismul uX aparţine

clasei µK.
11.3.7. Teoremă. Fie că perechea de subcategori (K,R) verifică condiţia (PDC). Atunci:

1. v̄ : C2V → K ∗dc R este un functor reflector.

2. V̄ = QµK(R).

3. V̄ = λR(K).

↓ 1. Fie A = v̄X şi o să demonstrăm că v̄A ∈ Iso. Examinăm diagrama (PDC) construită

pentru obiectul A.
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Figura 11.3.3

Deoarece A = v̄X, există morfismul uX : rkX → A. Conform ipotezei (PDC) uX ∈ µK.
Deci

kA = uX · f (1)
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pentru un morfism f. Atunci

f = g · rkA (2)

pentru un morfism g. Avem

uX · g · rkA = (din(2)) = uX · f = (din(1)) = kA,

sau

(uX · g) · rkA = 1 · kA. (3)

Deoarece

v̄A · kA = uA · rkA (4)

este un pătrat cocartezian există un morfism t : v̄A→ A astfel ı̂ncât

1 = t · v̄A, (5)

uX · g = t · uA. (6)

Din egalitatea (5), ţinând cont că v̄A ∈ Epi, rezultă că v̄A ∈ Iso.
Pentru a demonstra că v̄A este V̄-replica obiectului X rămâne de apelat la Teorema 11.3.4.

2. V̄ ⊂ QµK(R). În virtutea faptului că rkA ∈| R |, şi uA ∈ µK.
QµK(R) ⊂ V̄ . Fie A ∈| R |, şi m : A→ X ∈ µK. Să construim obiectul vX. Fie kA : kA→ A

K-coreplica lui A, şi rkA : kA→ rkA R-replica lui kA. Atunci m ·kA : kA→ X este K-coreplica

lui X, şi

kA = f · rkA (7)

pentru un f. Această egalitate ne confirmă că v̄X ∈ Iso.
3. V̄ ⊂ λR(K). Fie A ∈| V̄ | . Există un obiect Z ∈| R | şi un morfism u : Z → A ∈ µK.

Mai departe, fie B ∈| K |, rB : B → rB R-replica lui B, şi f : B → A ∈ C2V . Să verificăm că f

se extinde prin rB. Deoarece B ∈| K | şi u ∈ µK, atunci

f = u · g (8)

pentru un g. La rândul său Z ∈| R |, deci

g = h · rB (9)

pentru un h. Atunci

f = (u · h) · rA. (10)
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λR(K) ⊂ V̄ . Fie A ∈| λR(K) | şi construim pentru A diagrama (PDC) ı̂n raport cu subcat-

egoriile (K,R).

Atunci kA se extinde prin rkA

kA = f · rkA, (11)

de unde rezultă că v̄A ∈ Iso. ↑
11.3.8. Lemă. Fie K ∈ K, iar R ∈ R(K). Examinăm functorul v̄ : C2V → K ∗dc R.

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. v̄ : C2V → V̄ este un functor reflector.

2. v̄v̄X ∈ Iso pentru orice X ∈| C2V | .
3. V̄ = λR(K).

4. Pentru orice X ∈| C2V | morfismul rkX : kX → rkX este V̄-replica lui kX.

↓ 1⇒ 2. Evident.

1 ⇒ 3. Pentru X ∈| V̄ | avem rkX ∈ Iso. Deci V̄ ⊂ λR(K). Dacă A ∈| λR(K) |, atunci

vA ∈ Iso, şi A ∈| V̄ | .
3⇒ 1. În virtutea Teoremei 11.3.7.

1⇒ 4. Evident

4⇒ 1. Fie f : X → v̄Y. Atunci f · kX se extinde prin krX :

f · kX = g · rkX (1)

pentru un g. Deoarece

v̄X · kX = uX · rkX (2)

este cocartezian, deducem că

f = h · v̄X , (3)

g = h · uX . (4)

Unicitatea lui h care verifică egalitatea (3) rezultă din faptul că v̄X este un epi.↑
11.3.9. Teoremă. Fie R ∈ R, (E ,M) ∈ Lρ(R) şi clasa M este stabilă la dreapta. Atunci

pentru orice subcategorie coreflectivă K ∈ K avem

K ∗dc R = R.

↓ Deoarece (E ,M) ∈ Lρ(R), rezultă că R = SM(Π). Fie kX : kX → X K-coreplica

obiectului X, şi rkX : kX → rkX şi vkX : rkX → πkX R-replica şi Π-replica obiectelor

respective. Conform ipotezei rkX ∈ E , iar vkX ∈M. Mai departe, fie
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v̄X · kX = uX · rkX (1)

pătratul cocartezian construit pe morfismele kX şi rkX . Atunci v̄X ∈ E , iar uX ∈ Eu. De

asemenea, fie

vX1 · uX = uX1 · πrkX (2)

pătratul cocartezian construit pe morfismele uX şi πrkX . Atunci uX1 ∈ Eu, şi vX1 ∈M. Deoarece

uX1 ∈ Eu ı̂n baza Teoremei 9.4.9 conchidem că T este un obiect al subcategriei Π. Mai departe,

vX1 ∈M. Deci v̄X ∈| R | . Se verifică simplu că v̄X este R-replica obiectului X. ↑
11.3.10. Teoremă. Fie K ∈ K,R ∈ R, iar k : C2V → K şi r : C2V → R comută:

k · r = r · k. Atunci

K ∗d R = K ∗dc R

şi această subcategorie este o subcategorie reflectivă a categoriei C2V .
↓ Examinăm diagrama (PD) pentru un obect arbitrar X ∈ C2V ı̂n raport cu subcategoriile

K şi R.
În baza Propoziţiei 6.7.18 morfismul k(rX) = rkX . Produsul de dreapta se obţine construind

pătratul cocartezian pe morfismele kX şi k(rX), şi produsul de dreapta cocartezian se obţine

construind pătratul cocartezian pe morfismele kX şi rkX . Deci aceste produse coincid. ↑
11.3.11. Fie K ∈ K, şi R ∈ R. Incluziunea εR ⊂ µK se verifică, dacă (K,R) este, de

exemplu, o pereche de subcategorii conjugate. Atunci εR = µK.
Fie că εR ⊂ µK,L ∈ R,R ⊂ L, T ∈ K şi T ⊂ K. Atunci εL ⊂ εR ⊂ µK ⊂ µT ,

adică εL ⊂ µT . Astfel relaţia εR ⊂ µK se ı̂ndeplineşte pentru o clasă proprie de perechi de

subcategorii. Mai departe, µK ⊂ Eu ∩Mono. Deci din relaţia εR ⊂ µK, rezultă că S ⊂ R.
Dar condiţia S ⊂ R nu-i suficientă ca εR ⊂ µK. De exemplu, fie R = S, iar K = C2V . Atunci

εR = Eu ∩Mu, şi µK = Iso. Astfel S ⊂ R, iar εR nu se conţine ı̂n µK.
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11.3.12. Teoremă. Fie K ∈ K,R ∈ R, V̄ = K ∗dc R şi εR ⊂ µK. Sunt adevărate

următoarele afirmaţii:

1. V̄ ∈ Rf (µK), şi εV̄ ⊂ εR.
2. Dacă r(K̄) ⊂ K, atunci V̄ ⊂ Rs(µK).

↓ 1. O să arătăm că pentru perechea de subcategorii (K,R) se ı̂ndeplineşte condiţia (PDC).

Examinăm diagrama (PDC) construită pentru un obiect arbitrar X ∈| C2V | . În egalitatea

v̄X · kX = uX · rkX (1)

rkX ∈ εR. Deci şi v̄X ∈ εR ⊂ µK, iar v̄X · kX este K-coreplica lui v̄X. Din egalitatea (1),

rezultă că şi uX · krX ∈ µK. Mai departe, εR ⊂ µK ⊂ Eu. Avem uX · rkX ∈Mono şi rkX ∈ Eu.
Deoarece clasa Mono este Eu-coereditară (Teorema 2.6.2), deducem că uX ∈ Mono. Aşadar

uX · rkX ∈ µK şi uX ∈Mono. Deci uX ∈ µK.
V̄ ∈ Rf (µK). Fie b : v̄X → Y ∈ µK. Atunci b · v̄X · kX : kX → Y este K-coreplica lui Y, şi

pătratul

1 · (b · v̄X · kX) = (b · uX) · rkX (2)

este cocartezian, Y ∈ |V̄|. Deoarece R ⊂ V̄ (Lema 11.3.3), deducem că εV̄ ⊂ εR ⊂ µK.
2. V̄ ∈ Rs(µK). Fie b : Y → v̄X ∈ µK. Atunci

uX = b · f, (3)

v̄X · kX = b (4)

pentru un f şi g. Deoarece g = kY , rezultă că

1 · g = f · rkX (5)

este pătratul cocartezian construit pe morfismele kY şi rkX . ↑
11.3.13. Teoremă. Fie K ∈ K,R ∈ R, şi functorul v̄ : C2V → K ∗dc R este un functor

reflector. Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. V̄ ∈ Rf (µK).

2. Dacă R ∈ R(K), atunci V̄ ∈ Rs
f (K).

↓ 1. Fie A ∈| V̄ |, iar b : A → X ∈ µK. Examinăm diagrama (PDC) construită pentru

obiectul A. Atunci

kA = f · rkA (2)

pentru un f. Deoarece b · kA este K-coreplica lui X din (2), rezultă că v̄X ∈ Iso.
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2. V̄ ∈ Rs(µK). Fie A ∈| V̄ |, şi b : X → A ∈ µK. Dacă kX : kX → X este K-coreplica lui

X, atunci b ·kX : kX → A este K-coreplica lui A. Fie rkX : kX → kX R-replica lui kX. Atunci

rkX este şi V̄-replica lui kX. Astfel

b · kX = f · rkX (1)

pentru un f. Avem b · kX ∈ µK, şi rkX ∈| K | . Deci

f = b · kX · g (2)

pentru un g. Se verifică uşor că rkX = g−1. Deci rkX ∈ Iso, iar cu el şi v̄X ∈ Iso.
V̄ ∈ Rf (µK). Fie A ∈ |V̄| şi m : A → Y ∈ µK. Atunci rkY : kY → rkY este V̄-replica lui

kY (Lema 11.3.8). Astfel

kY = m · p, (3)

şi

p = q · rkY (4)

pentru un p şi q. Atunci vY ∈ Iso. ↑
11.3.14. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R ∈ R(K). Atunci:

1. K ∗dc R este o subcategorie reflectivă cu functorul reflector v̄ : C2V → K ∗dc R.
2. K ∗dc R ∈ Rs

f (εL).

3. Dacă R ∈ Rs
f (εL), apoi R = K ∗dc R. ↑

11.3.15. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, R ∈ R sau R ∈ R(K), iar V̄ = K ∗dc R. Atunci:

1. Functorul v̄ : C2V → V̄ este un functor reflector.

2. V̄ = QµK(k(R)) = QµK(R) = QµK(K ∩R).

3. R ∈ Rs
f (εL)⇔ R = QεL(K ∩R).

↓ 1. Deoarece µK = εL, iar clasa εR este stabilă la dreapta, deducem că perechea (K,R)

verifică condiţia (PDC).

2. Incluziunile V̄ ⊂ QµK(r(K)) ⊂ QµK(R) reies din construcţia subcategoriei V̄ , iar incluzi-

unea QµK(R) ⊂ QµK(V̄) rezultă din faptul că R ⊂ V̄ (Lema 11.3.3). Din Teorema precedentă

deducem că QµK(V̄) ⊂ V̄ . Putem scrie

V̄ ⊂ QµK(r(K)) ⊂ QµK(R) ⊂ QµK(V̄) ⊂ V̄ .

3. R ∈ Rs
f (εL)⇒ R = QεL(K ∩R).

R ⊂ QεL(K ∩ R). Fie A ∈ |R |, şi kA : kA → A K-coreplica lui A. Atunci kA ∈| R|, sau

kA ∈ |K ∩R|, iar A este un (εL)-factorobiect a lui kA. Deci A ∈ |QεL(K ∩R)|.
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QεL(K∩R) ⊂ R. Fie că există un obiect Z ∈ |K ∩R | şi un morfism b : Z → A ∈ εL. Este

clar că A ∈ |R|.
R = QεL(K ∩R)⇒ R ∈ Rs

f (εL). Din egalitatea R = QεL(K ∩R), rezultă că R ∈ Rf (εL).

Fie A ∈ |R|, b : X → A ∈ εL, iar kX : kX → X K-coreplica lui X. Atunci b · kX este

K-coreplica lui A. Deci kX ∈ |K ∩ R|. Astfel A, iar cu el şi X, este un (εL)-factorobiect al lui

kX. ↑ .
11.3.16. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc R ∈ R(K), şi V̄ = K ∗dc R. Atunci:

1. Functorul coreflector k : C2V → K, şi cei reflectori r : K → R şi v̄ : C2V → V̄ verifică

egalităţile: r · k = v̄ · k = k · v̄.
2. (K, V̄) este o TTRD, adică functorii k şi v̄ comută şi pentru orice obiect X ∈ |C2V|

pătratul v̄X · kX = kv̄X · v̄kX este un pătrat cocartezian (vezi 11.4).

3. V̄ = QεL(R) = QεL(K ∩ V̄).

4. V̄ ∈ Rs
f (εL).

5. V̄ = K ∗dc R = K ∗dc V̄ .
↓ 1. Din diagrama (PDC) pentru un obiect arbitrar X ∈| C2V | avem

v̄X · kX = uX · rkX (1)

Deoarece µK = εL, kX ∈ µK, iar (1) este pătrat cocartezian, deducem că uX ∈ µK. Ţinând

cont că rkX ∈ |K|, conchidem că uX este K-coreplica obiectului v̄X : uX = kv̄X .

Pentru orice obiect A ∈| K | avem rA = v̄A. Atunci

v̄ · k = r · k = k · v̄. (2)

2. Rezultă din p.1.

3. Rezultă din p.1.

4. În virtutea Teoremei 11.3.13.

5. Evident.

11.3.17. Teoremă. Fie K ∈ K,R ∈ R, v̄ : C2V → K ∗dc R este un functor reflector şi

k(R) ⊂ R. Atunci:

1. X ∈ |V̄ |⇔ kX ∈| V̄ | .
2. V̄ ∈ Rs

f (µK).

3. k(V̄) ⊂ V̄ .
4. v̄(K) ⊂ K.
Dacă ı̂n plus K este o subcategorie c-coreflectivă, atunci:

5. k · v̄ = v̄ · k = r · k.
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↓ 1. Fie X ∈ |V̄|, kX : kX → X şi rkX : kX → rkX K-coreplica şi R-replica obiectelor

respective. Deoarece rkX este V̄-replica obiectului kX, rezultă că

kX = f · rkX (1)

pentru un morfism f. Dar rkX ∈ |K| ı̂n baza ipotezei k(R) ⊂ R (echivalentă cu r(K ⊂ K, vezi

11.1.4). Atunci

f = kX · g (2)

pentru un morfism g. Se verifică că rkX = g−1, şi kX ∈ |V̄|.
Reciproc. Fie kX ∈ |V̄|. Atunci X ∈ |V̄|, deoarece v̄kX ∈ Iso.
2. V̄ ∈ Rf (µK) ı̂n baza Teoremei 11.3.13. O să demonstrăm că subcategoria V̄ este ı̂nchisă

ı̂n raport cu (µK)-subobiecte. Fie A ∈ |V̄|, şi b : X → A ∈ µK. În baza p.1 kA ∈ |V̄|. Deoarece

b · kX este K-coreplica obiectului A din p.1, rezultă că X ∈ |V̄|.
3. Reiese din p.1.

4. Conform Lemei 11.3.8 p.4.

5. Examinăm diagrama (PDC) pentru un obiect arbitrar X al categoriei C2V . Deoarece

clasa µK este stabilă la dreapta, rezultă că uX ∈ µK. Dar rkX ∈ |K|. Deci uX este K-coreplica

obiectului v̄X. Aşadar, rkX = kv̄X = v̄kX. ↑
11.3.18. Exemple. 1. Pentru orice subcategorie coreflectivă K avem

K ∗dc S = S şi K ∗dc Π = Π.

2. Fie (E ,M) ∈ Bpb, şi R = SM(Π) (vezi 9.3). Pentru orice K ∈ K K ∗dc R = R.
3. Astfel

v̄ : C2V → Σ ∗dc Π

este un functor reflector, pe când

v : C2V → Σ ∗d Π

nu este un functor reflector (vezi 11.1.7).

4. Fie R ∈ R, atunci Σ ∗sc R = Σ. Astfel w̄ : C2V →
∑
∗scΠ este un functor coreflector pe

când w : C2V → Σ ∗s Π nu este astfel.

5. Fie K ∈ K şi M̃ 6⊂ K. Atunci K ∗dc Π = Π, dar perechea de subcategorii (K,Π) nu

verifică condiţia (PDC).

↓ 5. Examinăm diagrama (PDC) construită pentru un obiect X. Dacă uX ∈ µK, atunci

uX ∈ Iso, iar din egalitatea

uX · krX = v̄X · kX
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rezultă că kX ∈ Mu. Deci M̃ ⊂ K. Astfel condiţia (PDC) este suficientă, dar nu şi necesară

pentru ca produsul de dreapta cocartezian să fie o subcategorie reflectivă. ↑
11.3.19. Exerciţii. Fie (K,L) o pereche de subcategorii conjugate. Atunci:

- K ∗dc L = L.
- K ∗sc L = K.
11.3.20. Exerciţii. Fie K ∈ K. Notăm A(K) = {R ∈ R|εR ⊂ µK}. Atunci:

1. K ∗dc R = Rf (µK) pentru orice R ∈ A(K).

2. Dacă K ∈ Pc. Atunci:

a) A(K) posedă cel mai mic element L;

b) K ∗dc R ∈ Rs
f (εL) pentru R ∈ A(K).

11.4. Teorii de torsiune relativă (TTR)

11.4.1. Definiţie. Fie T o subcategorie coreflectivă a categoriei C,F o subcategorie

reflectivă şi fie că functorii t : C2V → T şi f : C2V → F comută: t · f = f · t. Pentru X ∈ |C2V|
examinăm pătratul

fX · tX = tfX · f tX (∗)

Perechea de subcategorii (T ,F) se numeşte:

1. Teorie de torsiune relativă de stânga (TTRS), dacă pătratul (*) este cartezian.

2. Teorie de torsiune relativă de dreapta (TTRD), dacă pătratul (*) este cocartezian.

3. Teorie de torsiune relativă (TTR), dacă pătratul (*) este cartezian şi cocartezian.

11.4.2. Remarcă. 1. O TTR (T ,F) este relativă, ı̂n raport cu subcategoria T ∩ F (vezi

[B, 1984]).

2. O teorie de torsiune (T ,F) ı̂ntr-o categorie abeiană este o TTR ı̂n raport cu subcategoria

(T ∩ F) = O (vezi [B, D, 1972]).

11.4.3. Corolar. 1. Perechea de subcategorii din 9.5.2 (K,V) este o TTRD şi (T ,L) este

o TTRS.

2. Perechea de subcategorii (T ,R) din p.9.5.2 este o TTRS.

11.4.4. Teoremă. Fie K o subcategorie coreflectivă, R o subcategorie reflectivă a categoriei

C2V , şi functorii respectivi comută: k · r = r · k. Atunci:

1. (K,K ∗d R) este o TTRD.

2. (K ∗s R,R) este o TTRS.

3. (K ∗s R,K ∗d R) este o TTR.
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↓ 1. Examinăm diagrama (PD) pentru un obiect arbitrar X ∈ |C2V|. Deoarece

k(rX) = rkX (1)

şi rkX ∈ Epi, rezultă că vX este un epi. Astfel V = K ∗d R este o subcategorie reflectivă.

Functorii k : C2V → K şi v : C2V → V comută: k · v = v · k. Într-adevăr avem

kvX = krX = rkX. (2)

Mai departe, deoarece kX şi rkX sunt obiecte ale subcategoriei K, rezultă că K-coreplicile

acestor obiecte sunt morfismele identice. Deci şi kvkX = 1, iar

vkX = rkX . (3)

Astfel

vkX = krX = kvX = rkX. (4)

2. Dual.

3. Fie V = K ∗d R şi examinăm produsul de stânga K ∗s V . Din egalitatea vkX = kvX

deducem egalitatea

vkX = k(vX) = k(rX). (5)

Mai departe, egalitatea vkX = kvX ne conduce la o altă egalitate

v(kX) = kvX . (6)

kX

wX

X vX

rX

vkX kvX krX rkX= = =

uX

k

r

X

X

v

w

X

X

X
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k    =r k( )
rX X

Xv k k( )=
vX

X
f v=

wX
t

Figura 11.4.1

De asemenea din egalitatea krX = rkX, rezultă că

krX = r(kX). (7)
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Fie

vX · wX = v(kX) · fX (8)

pătratul cartezian construit pe morfismele vX şi v(kX). Deoarece uX ∈ Mono, rezultă că şi

pătratul

rX · wX = r(kX) · fX (9)

este cartezian. Astfel

K ∗s V = K ∗s R.

Mai departe, tX ∈Mono, iar pătratul

vX · kX = kvX · k(vX) (10)

este cocartezian, rezultă că şi pătratul

vX · wX = kvX · vwX (11)

este cocartezian. Astfel pătratul (11) este atât cartezian cât şi cocartezian, iar

V = K ∗d R şi W = K ∗s R. ↑

11.4.5. Teoremă. Fie K ∈ K,R ∈ R,V = K ∗d R şi µK ⊂ εR. Atunci:

1. v : C2V → V este un functor reflector.

2. Functorii k : C2V → K şi v : C2V → V comută: k · v = v · k.
3. (K,V) este o TTRD.

↓ 1.µK ⊂ εR ⊂Mu. Deci K este o subcategorieMu-coreflectivă. Atunci V este o subcate-

gorie reflectivă (Teorema 11.1.13).

2. În baza Lemei 11.1.5 p.2 kvX = krX. Să demonstrăm că şi vkX = krX. Construim

diagrama (PD) pentru obiectul kX. Deoarece µK ⊂ εR rezultă că, rX · kX : kX → X este

R-replica obiectului kX. În acest caz kvX = 1. Deci vkX = krX.

3. Evident. ↑
11.4.6. Corolar. Fie K ∈ K(Mu). Atunci v : C2V → K ∗d S este un functor reflector.

2. Functorii k : C2V → K şi v : C2V → K ∗d S comută: k · v = v · k.
3. (K,K ∗d S) este o TTRD. ↑
11.4.7. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, iar R ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rs
f (εL).

2. (K,R) este o TTRD.

↓ Fie T = L ∩R, şi t : C2V → T functorul reflector.
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1 ⇒ 2. Să demonstrăm că functorii k şi r comută. Pentru X ∈ |C2V| examinăm diagrama

(PD) construită ı̂n raport cu subcategoriile K şi T , ţinând cont că K∗d T = R (Teorema 12.3.5

p.1). Atunci krX = ktX. Deoarece kX ∈ µK = εL, rezultă că tX ·kX : kX → tX este T -replica

lui kX. Mai departe, ktX ∈ |K|. Deci k(tX) ⊥ εL, şi ktX ∈ εL. Astfel

tX · kX = ktX · k(tX) (1)

este ((µK)>, µK)-factorizarea T -replicii obiectului kX (Lema 11.1.5). Definitiv ktX = rkX,

sau r · k = k · r = k · t, şi (K,R) este o TTRD.

2 ⇒ 1. R ∈ Rs(εL). Fie A ∈ |R|, b : X → A ∈ εL, iar kX : kX → X K-coreplica lui X.

Atunci b · kX : kX → A este K-coreplica lui A. Mai departe,

b = f · rX . (2)

Din (2) rezultă că rX ∈ εL, iar rX · kX este K-coreplica lui rX. Astfel k(rX) ∈ Iso, şi

X ∈ |K ∗d R| = |R|.
R ∈ Rf (εL). Fie A ∈ |R|, b : A → X ∈ εL, iar kA : kA → A K-coreplica lui A. Atunci

b · kA : kA → X este K-coreplica lui X. Deoarece kA ∈ |R|, obţinem krX = rkX = rkA =

krA = kA = kX. Astfel k(rX) ∈ Iso, deci şi rX ∈ Iso. ↑
11.4.8. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, şi Γ ∈ R(Mp). Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. Functorul coreflector k : C2V → K şi cel reflector g : C2V → Γ comută: k · g = g · k.
2. Functorii reflectori l : C2V → L şi g : C2V → Γ comută: l · g = g · l.
3. (K,Γ) este o TTR.

4. Γ ∈ Rs
f (εL).

5. Γ = L ∗sr Γ.

6. Γ ⊂ L ∗sr Γ.

7. K ∗dc Γ = Γ.

8. K ∗dc Γ ⊂ Γ.

9. QµK(K ∩ Γ) = Γ.

10. QµK(K ∩ Γ) ⊂ Γ.

11. Γ = QµK(Γ).

12. Γ = λΓ(K).

13. Γ = SεL(L ∩ Γ).

14. Γ ⊂ SεL(L ∩ Γ).

15. Γ = L ∗sr (L ∩ Γ).

16. Γ ⊂ L ∗sr (L ∩ Γ).
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↓ Vom demonstra următoarele implicaţii:

1⇒ 3⇒ 4⇒ 2⇒ 1, 4⇔ 5⇔ 6, 4⇒ 7⇔ 8, 7⇒ 4,

4⇒ 10⇒ 9⇒ 4, 4⇒ 13⇒ 14⇒ 4, 4⇒ 15⇒ 16⇒ 4.

1 ⇒ 3. Fie că functorii respectivi comută: k · g = g · k. Pentru orice obiect X ∈ |C2V|
examinăm pătratul

gX · kX = kgX · gkX (1)

Să demonstrăm că el este atât cartezian cât şi cocartezian. Fie

gX · uX = kgX · vX (2)

pătratul cartezin construit pe morfismele gX şi kgX . Atunci

kX = uX · wX , (3)

gkX = vX · wX (4)

pentru un morfism wX . Avem kX , kgX ∈ Eu ∩ Mono. Deci uX ∈ Eu ∩ Mono, şi cu el şi

wX ∈ Eu ∩ Mono. Din condiţia gkX ∈ Mp şi egalitatea (4) rezultă că wX ∈ Mp. Astfel

wX ∈ Eu ∩Mp = Iso, şi pătratul (1) este cartezian.

Să demonstrăm că (1) este un pătrat cocartezian. Fie

vX1 · kX = uX1 · gkX (5)

pătratul cocartezian construit pe morfismele kX şi gkX . Atunci

gX = wX1 · vX1 , (6)

kgX = wX1 · uX1 (7)

pentru un morfism wX1 . Avem kX ∈ Eu. Deci uX1 ∈ Eu, şi din egalitatea (6) şi că kgX ∈ Mono,

rezultă că uX1 ∈ Mono. În egalitatea (7) uX1 , k
gX ∈ Eu ∩ Mono. Deci şi wX1 ∈ Eu ∩ Mono.

Mai departe, gkX ∈ Epi. Astfel vX1 ∈ Epi. În egalitatea (6) gX ∈ Mp şi clasa Mp este Epi-
coereditară. Atunci wX1 ∈Mp. Definitiv wX1 ∈ Eu∩Mp = Iso, iar pătratul (1) este cocartezian.

gkX=kgX

gX

T

X

kX

P k
v

u

w

v

g

w

u
k

g

gX

X

X

X
1

1

1

X

X

X

X

X

kX

Figura 11.4.2
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3 ⇒ 4. În virtutea Teoremei 11.1.5* p.6 Γ = QµK(K). Faptul că Γ ∈ Rs(εL), rezultă din

Teorema 6.5.9.

4⇒ 2. Fie gX : X → gX, lX : X → lX, lgX : gX → lgX şi glX : lX → glX Γ- şi L-replicile

obiectelor respective. Avem următoarele morfisme g(lX) : gX → glX, l(gX) : lX → lgX ce

verifică egalităţile

g(lX) · gX = glX · lX , (8)

l(gX) · lX = lgX · gX . (9)

gX

X

?

glX-

-

lgX

g(lX)

glXgX

lX

l(gX)

lgX v
u

lX

?

�
�

�
�

�
�	

�
�
�
�
�
�� @@

@@

@@

@@R@@

@@

@@

@@I

Figura 11.4.3

Deoarece Γ ∈ Rs
f (εL) rezultă că lgX ∈ |Γ|. Deci

l(gX) = u · glX (10)

pentru un morfism u : glX → lgX. Mai departe, L ca subcategorie c-reflectivă este ı̂nchisă ı̂n

raport cu extensiile (Propoziţia 9.2.3). Deci glX ∈ |L|. Atunci

glX = v · l(gX) (11)

pentru un morfism v : lgX → glX. Se verifică că u = v−1.

2⇒ 1. Pentru X ∈ |C2V| examinăm următoarea diagramă comutativă, unde
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gX · kX = g(kX) · gkX . (12)

Avem

lgX · g(kX) · gkX = (din(12)) = lgX · gX · kX =

= glX · lX · kX = glX · lkX = lgkX · gkX

i.e.

lgX · g(kX) · gkX = lgkX · gkX , (13)

sau

lgX · g(kX) = lgkX . (14)

Din ultima egalitate rezultă că g(kX) ∈ εL = µK. Odată ce gkX ∈ |K|, rezultă că g(kX)

este K-coreplica obiectului gX. Deci kgX = gkX.

4⇔ 5. În virtutea Teoremei 12.2. p. 3.

4⇒ 6, 5⇒ 6, 7⇒ 8, 9⇒ 10, 11⇒ 12. Evident.

6 ⇒ 5. Fie A ∈ |L ∗sr Γ|, şi lA : A → lA L-replica acestui obiect. Atunci lA ∈ |Γ|. Deci

A ∈ |Γ| ı̂n virtutea Teoremei 6.5.9.

4 ⇒ 7. Incluziunea Γ ⊂ K ∗dc Γ este evidentă. Să demonstrăm că K ∗dc Γ ⊂ Γ. Examinăm

diagrama (PDC) pentru un obiect arbitrar X ∈ |C2V|. Atunci gkX ∈ |K ∩ Γ| şi uX este

K-coreplica lui v̄X. Din p.4 deducem că v̄X ∈ |Γ|.
7 ⇒ 8. Avem 6 ⇒ 4 ⇒ 2 ⇒ 1. Astfel k · g = g · k şi atunci din Teorema 11.3.10 rezultă că

K ∗dc Γ = K ∗d Γ. Adică K ∗d Γ = Γ.

8⇒ 7. Întotdeauna Γ ⊂ K ∗dc Γ, dacă Γ ∈ R(Mp).

7 ⇒ 4. Faptul că Γ ∈ Rs(εL) este evident. Să verificăm că Γ ∈ Rf (εL). Fie A ∈ |Γ|, b :

A → X ∈ εL, iar kA : kA → A K-coreplica lui A. Atunci b · kA este K-coreplica lui X şi

kA ∈ |K ∩ Γ| ⊂ |K ∗dc Γ|. Deci X ∈ |Γ|.
4⇒ 10. În virtutea Teoremei 11.3.15.
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10⇒ 9. Fie A ∈ |Γ|, iar kA : kA→ A K-coreplica acestui obiect. Atunci kA ∈ |K ∩ Γ| şi A

este un (µK)-factorobiect al obiectului kA.

9⇒ 4. Din condiţia 9 rezultă că subcategoria Γ este ı̂nchisă ı̂n raport cu (µK)-factorobiecte.

În acelaşi timp Γ este ı̂nchisă şi ı̂n raport cu (µK)-subobiecte.

4 ⇒ 13. Γ ⊂ SεL(L ∩ Γ). Fie A ∈ |Γ|, iar lA : A → lA este L-replica obiectului A. Atunci

lA ∈ Γ şi A este un (εL)-subobiect al obiectului lA ∈ |L ∩ Γ|.
SεL(L ∩ Γ) ⊂ Γ. În virtutea Propoziţiei 6.5.9.

14⇒ 4. Întotdeauna Γ ∈ Rs(εL). Să verificăm că Γ ∈ Rf (εL). Fie A ∈ |Γ|, b : A→ X ∈ εL,
şi lX : X → lX este L-replica obiectului X. Atunci lX ·b este L-replica obiectului A. În virtutea

condiţiei 14, rezultă că lA ∈ |Γ|. Atunci şi X ∈ |Γ|.
4⇒ 15. Γ ⊂ L ∗sr (L ∩ Γ). Fie A ∈ |Γ|, şi lA : A→ lA L-replica acestui obiect. În virtutea

condiţiei Γ ∈ Rf (εL), deducem lA ∈ |Γ|. Deci lA ∈ |L ∩ Γ|.
L ∗sr (L ∩ Γ) ⊂ Γ. Fie A ∈ |L ∗sr (L ∩ Γ), A ∈ |L ∗sr (L ∩ Γ)| şi lA : A → lA L-replica

obiectului A. Atunci lA ∈ |L ∩ Γ|. Deci lA ∈ |Γ| şi A ∈ |Γ|.
16 ⇒ 4. Este suficient de demonstrat că Γ ∈ Rf (εL). Fie A ∈ |Γ|, b : A → X ∈ εL,

iar lX : X → lX este L-replica obiectului X. Atunci lX · b este L-replica obiectului A, iar

lX ∈ |L ∩ Γ|. Atunci X ∈ |Γ| ↑ .
11.4.9. Teoremă. Fie K1 şi K2 două subcategorii c-reflective, K1 ⊂ K2, iar Γ ∈ R(Mp).

Dacă (K1,Γ) este o TTR, atunci şi (K2,Γ) este o TTR.

↓ Fie X ∈ |C2V|, kX2 : k2X → X K2-coreplica obiectului X, iar kk2X1 : k1k2X → k2X K1-

coreplica obiectului k2X. Deoarece K1 ⊂ K2, rezultă că kX2 · k
k2X
1 este K1-coreplica obiectului

k2X :

kX2 · k
k2X
1 = kX1 . (1)

Examinăm Γ-replicile acestor trei obiecte. Obţinem următoarea diagramă comutativă:

gX · kX2 = g(kX2 ) · gk2X , (2)

gk2X · kk2X1 = g(kk2X1 ) · g(kX1 ), (3)
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gX · (kX2 · k
k2X
1 ) = (g(kX2 ) · g(kk2X1 )) · g(kX1 ). (4)

Deoarece pătratul (4) este cocartezian, iar kk2X1 este un epi, rezultă că şi pătratul (2) este

cocartezian. Astfel g(kX2 ) ∈ µK2, iar gk2X ∈ |K2|. Deci g(kX2 ) este K2-coreplica obiectului gX.

Astfel functorii k2 şi g comută, iar (K2,Γ) exste o TTR. ↑
11.4.10. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, Γ ∈ R(Mp), şi Γ1 = QεL(Γ). Atunci:

1. (K,Γ1) este o TTR.

2. Γ1 este cea mai mică subcategorie reflectivă ce conţine subcategoria Γ şi pentru care

(K,Γ1) ste o TTR.

3. Pentru orice pereche de subcategorii conjugate (K1,L1), dacă K ⊂ K1, atunci functorii

respectivi k1 : C2V → K1, l1 : C2V → L1 şi g1 : C2V → Γ1, verifică egalităţile:

- k1 · g1 = g1 · k1,

- l1 · g1 = g1 · l1.
4. Γ1 ∈ Rs

f (εL) şi Γ1 = L ∗sr Γ1.

5. Subcategoria K1 este ı̂nchisă ı̂n raport cu (εΓ1)-factorobiecte: K1 ∈ Kf (εΓ). De asemenea

K1 ∈ Rs(εΓ0). ↑
11.4.11. Teoremă. Fie Γ ∈ R(Mp), sΓ0 subcategoria spaţiilor secvenţial complete, Γ ⊂

sΓ0, şi R = S ∗sr Γ. Atunci functorul reflector m : C2V → M̃ şi cel reflector r : C2V → R
comută, dar (K,R) nu este o TTR.

↓ (M̃,R) este o TTRD. Să demonstrăm că această pereche nu este o TTRS. Fie X =

c0 spaţiul Banach al şirurilor ce converg la zero, şi sX : X → sX S-replica lui. sX nu

este secvenţial complet. Examinăm R-replica obiectului sX : sX → rsX. Spaţiul rsX este

secvenţial complet. Dearece completarea secvenţială a spaţiului sX coincide cu completarea,
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deducem că spaţiul rsX este complet. În plus, spaţiul rsX are topologie slabă. Deci rsX = πX,

iar πX ∈ |K|. Dacă pătratul

mπX · rX = rsX ·msX

sX rsX= Xp

rX=m Xp

m
sX

1=mpX

c X=0

r sX

r r)=
X

m(
X X

Figura 11.4.6

ar fi cartezian, atunci şi msX ar fi un izomorfism. ↑
11.4.12. Corolar. Deoarece Γ0 ⊂ qΓ0 ⊂ pΓ0 ⊂ sΓ0 conchidem: următoarele perechi de

subcategorii sunt TTRD, dar nu sunt TTR:

(M̃,S ∗sr Γ0), (M̃,S ∗sr qΓ0), (M̃,S ∗sr pΓ0), (M̃,S ∗sr sΓ0). ↑

11.4.13. Exemple. 1. Perechea de subcategorii (K,V) este o TTRD (vezi 9.5.2. p.6).

Deci (K ∗s R,R) este o TTR.

2. Perechea de subcategorii (T ,L) este o TTRS (vezi 9.5.2. p.6*). Deci (T , T ∗d L) este o

TTR.

3. Fie (K,L) o pereche de subcategorii conjugate, iar R ∈ R. Dacă r(K) ⊂ K şi l(R) ⊂ R,
sau k(R) ⊂ R şi l(R) ⊂ R, atunci functorii k şi r comută: k · r = r · k (vezi p.10.2.1). Astfel:

- (K ∗s R,R) este o TTRS;

- (K,K ∗d R) este o TTRD;

- (K ∗s R,K ∗d R) este o TTR.

4. Fie K o subcategorie c-coreflectivă, şi R ∈ R. Atunci produsul de dreapta cocartezian

V̄ = K ∗dc R

este o subcategorie relfectivă (Teorema 11.3.15) şi functorii k : C2V → K şi v̄ : C2V → V̄
comută: k · v̄ = v̄ · k (Teorema 11.3.16). În acest caz

K ∗d R = K ∗dc R,

şi (K,V) este o TTRD (Teorema 11.3.16).
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11.4.14. Probleme. 1. Fie K o subcategorie c-coreflectivă, Γ1,Γ2 ∈ R(Mp),Γ1 ⊂ Γ2.

Dacă (K,Γ1) este o TTR ı̂n ce condiţii şi (K,Γ2) este o TTR?

2. Fie C o categorie arbitrară, l : C → L şi t : C → T doi functori coreflectori, sau reflectori,

sau unul coreflector şi unui reflector şi fie că pentru orice obiect X ∈ |C| ltX = tlX.

-În ce condiţii functorii l şi t sunt izomorfi?

3. Să se examineze problema 2 ı̂n categoriile U (U2) ale spaţiilor uniforme, CAb (C2Ab) ale

grupurilor local convexe, T h ale spaţiilor Tihonov.

4. Fie C categoria algebrelor universale de signatura dată, L şi T două varietăţi, iar ltX =

tlX pentru X ∈ |C|. În ce condiţii l · t = t · l?
5. Fie C o categorie abeliană (T1,F1) şi (T2,F2) două teorii de torsiune, iar f1f2X = f2f1X

pentru X ∈ |C|.
- În ce condiţii functorii f1 · f2 şi f2 · f1 sunt izomorfi?

- În ce condiţii functorii t1 · t2 şi t2 · t1 sunt izomorfi?

11.5. Centrul clasei structurilor de factorizare

11.5.1. Notaţii. Fie C(B) = {P , I) ∈ B|Mp ⊂ I ⊂Mu}
Vom numi C(B) centrul clasei structurilor de factorizare B.

11.5.2. Exerciţii. 1. C(B) = {(P , I) ∈ B| Ep ⊂ P ⊂ Eu}.
2. Bpb ⊂ {(E ′(K),M′(K))|K ⊂ K(Mu)} ⊂ C(B).

3. {(P ′′(R), I ′′(R))|R ∈ R(Eu)} ⊂ C(B).

4. (Eu,Mp) = (P ′′(S), I ′′(S)) = (E ′(C2V),M′(C2V)).

5. (Ep,Mu) = (P ′′(C2V), I ′′(C2V)) = (E ′(M̃),M′(M̃)).

6. C(B) conţine o clasă proprie de elemente.

11.5.3. Exerciţiu. Fie (P , I) ∈ B. Atunci există o unică subcategorie coreflectivă T şi o

unică subcategorie reflectivă R astfel ı̂ncât (P , I) ∈ Lx(T ) ∩ Lρ(R).

Teoremă. Fie (P , I) ∈ C(B) şi (P , I) ∈ Lx(T ) ∩ Lρ(R). Atunci:

1. Functorul coreflector t : C2V → T şi cel reflector r : C2V → R comută: t · r = r · t.
2. M̃ ⊂ T .
3. S ⊂ R.
↓ 1. A se vedea demonstraţia Teoremei 10.2.2.

2. Deoarece Ep ⊂ P .
3. Deoarece P ⊂ Eu. ↑
11.5.4. Teoremă. Fie (P , I) ∈ C(B), (P , I) ∈ Lx(T )∩Lρ(R) şi fie clasa P Mu-ereditară.

Atunci:
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1. (P , I) = (P ′′(R), I ′′(R)).

2. Pentru orice X ∈ |C2V|, pătratul rX · tX = trX · rtX este cartezian. În particular, (T ,R)

este o TTRS.

3. T = F ∗s R pentru orice F ∈ R cu proprietatea T ⊂ F ⊂ M̃.

4. T ∈ Kf (εR).

↓ 1. În virtutea Teoremei 6.6.14.

2. Pentru X ∈ |C2V| examinăm pătratul comutativ

rX · tX = trX · rtX . (1)

Dacă

rX · v = trX · u (2)

este pătratul cartezian construit pe rX şi trX , atunci

tX = v · h, (3)

rtX = u · h (4)

pentru un h. Avem rX ∈ Mu. Deci u ∈ Mu. Mai departe, rtX ∈ P şi u ∈ Mu. Atunci din

(4) deducem că h ∈ P , iar din (3) că h ∈ I. Astfel t ∈ P ∩ I = Iso, iar (1) este un pătrat

cartezian.

3. Rezultă din p.2.

4. În virtutea Teoremei 11.1.11* ↑
11.5.5. Din Teorema precedentă şi cea duală rezultă.

Teoremă. Fie (P , I) ∈ Lx(T ) ∩ Lρ(R), clasa P Mu-ereditară, iar clasa I Eu-coereditară.

Atunci:

1. (P , I) = (E ′(T ),M′(T )) = (P ′′(R), I ′′(R)).

2. (T ,R) este o TTR.

3. T = U ∗s R şi R = T ∗d V pentru orice U ∈ K şi V ∈ R cu proprietăţile T ⊂ U ⊂ M̃ şi

S ⊂ V ⊂ R.
4. T ∈ Kf (εR) şi R ∈ Rs(µK). ↑
11.5.6. Prezentăm schematic laticea B a structurilor de factorizare şi unele elemente ale ei.

320



Figura 11.5.1

11.5.7. Probleme. 1. Este adevărat că

{(E ′(K),M′(K)| K ∈ K} ∩ {(P ′′(R), I ′′(R))| R ∈ R} = C(B)?

2. Fie (P , I) ∈ C(B). Este adevărat că ori clasa P este Mu-ereditară, ori clasa I este

Eu-coereditară?
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Capitolul 12. Produsul semireflexiv a două subcategorii

12.1. Subcategorii A-semireflexive, A-inductiv semireflexive şi

functorial semireflexive

12.1.1. A-semireflexivitatea. Fie (E, u) ∈ |C2V|, şi P o proprietate care defineşte o

familie de submulţimi A a spaţiului E, ce posedă următoarele proprietăţi:

1. Fie A,B ∈ A. Atunci există C ∈ A astfel ı̂ncât A ∪B ⊂ C.

2. Pentru orice α ∈ K şi A ∈ A rezultă că αA ∈ A.
3. ∪{A|A ⊂ A} = E.

Pe spaţiul E ′ se examinează topologia t(A) a convergenţei uniforme pe mulţimile familiei

A : (E ′, t(A)).

12.1.2. Definiţie. Spaţiul local convex (E, u) se numeşte P-semireflexiv, dacă

(E ′, t(A))′ = E.

12.1.3. Fie că pe spaţiul E ′ ı̂nzestrat cu una din topologiile σ, τ, β sau careva alta, propri-

etate P defineşte o familie de submulţimi A′ cu proprietăţile 1-3, atunci putem defini şi spaţiile

P-reflexive.

Definiţie. Spaţiul (E, u) se numeşte P-reflexiv, dacă

(((E ′, t(A))′, t(A′)) = (E, u).

12.1.4. V.Sekevanov a examinat şi cazul când familia A este definită de o proprietate topo-

logică P1 : A = A(P1), şi familia A′ de o altă proprietate topologică P2 : A′ = A′(P2). Atunci

spaţiul local convex (E, u) se numeşte (A,A′)-reflexiv, dacă

((E ′, t(A)), t(A′)) = (E, u).

12.1.5. Teoremă. Fie (E, u) ∈ |C2V|, A o familie de submulţimi a spaţiului E, care verifică

şi următoarea proprietate:

Mulţimile familiei A posedă proprietatea P ı̂n orice topologie compatibilă cu dualitatea

(E,E ′), Atunci subcategoria spaţiilor P-semireflexive este o subcategorie ı̂nchisă ı̂n raport cu

(εS)-subobiecte şi (εS)-factorobiecte. ↑
12.1.6. Exemple. 1. Fie A familia mulţimilor mărginite ı̂n spaţiul local convex (E, u).

Atunci spaţiile A-semireflexive şi cele A-reflexive sunt spaţiile semireflexive şi respectiv cele

reflexive (vezi [R, R, 1964]).

322



2. Fie A1 familia mulţimilor compacte ı̂n spaţiul (E, u), şi A2 familia mulţimilor absolut

convexe şi compacte. Spaţiile A1-reflexive şi A2-reflexive, numite k-reflexive şi c-reflexive, au

fost studiate de B.S.Brudovsky [Br, 1967].

3. Cazul când A este familia mulţimilor precompacte ne conduce la spaţii p-semireflexive

şi spaţii p-reflexive, examinate de Köethe [Kt, 1969], M.Day [D, 1958], J.Dazord şi M.Jourlin

[D,J, 1971].

4. Fie A familia discurilor complete din spaţiul (E, u). Acest caz ne conduce la spaţii

d-reflexive [Sk, 1984].

12.1.7. Semireflexivitatea inductivă. Fie A o familie de mulţimi a spaţiului local

convex (E, u), ce verifică condiţiile:

1. Dacă A,B ∈ A, atunci şi A ∩B ∈ A.
2. Pentru orice număr α 6= 0 şi orice A ∈ A avem αA ∈ A.
Se examinează familia Ã formată din polarele mulţimilor A ∈ A :

Ã = {A0|A ∈ A}.

Fiecare B ∈ Ã ne conduce la spaţiul normat (E ′B, nB), unde E ′B este acoperirea liniară a

mulţimii B, şi nB ete norma H.Minkovski, definită de discul B.

Aplicaţiile liniare

iB : (E ′B, nB)→ E ′, B ∈ Ã

definesc cea mai fină topologie local convexă (topologia inductivă) i(Ã), pentru care aceste

aplicaţii sunt continui. Obţinem spaţiul local convex (E ′, i(Ã)).

12.1.8. Definiţie. Spaţiul local convex (E, u) se numeşte Ã-inductiv semireflexiv, dacă

(E ′, i(Ã))′ = E.

12.1.9. Exemple. Subcategoria spaţiilor inductiv semireflexive iR. Fie (E, u) ∈
|C2V|, şi A = u, unde u este baza a topologiei. Atunci spaţiile Ã-inductiv semireflexive sunt

spaţii inductiv semireflexive studiate de B.A.Berezansky [Br, 1967] cu notaţiile noastre. Sub-

categoria iR a acestor spaţii se exprimă

iR = Sh ∗sr Γ0,

unde Sh este subcategoria spaţiilor Schwartz, şi Γ0 subcategoria spaţiilor complete.

12.1.10. Exemplu. Subcategoria spaţiilor B-inductiv semireflexive.
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12.1.11. Definiţie [Ra, 1965]. În spaţiul (E, u) o mulţime absolut convexă şi mărginită A

se numeşte sferă Banach, dacă spaţiul (EA, nA) este complet.

Fie (E, u) ∈ |C2V|, B familia tuturor sferelor Banach ı̂n spaţiul (E ′, β(E ′, E)), unde β(E ′, E)

este topologia convergentei uniforme pe toate mulţimile mărginite din spaţiul E. Sistemul de

aplicaţii liniare

jB : (E ′, nB)→ E ′, B ∈ B

defineşte topologia local convexă inductivă (E ′, jB) ı̂n spaţiul E ′.

12.1.12. Definiţie [Sk, 1980]. Spaţiul local convex (E, u) se numeşte B-inductiv semire-

flexiv dacă

(E ′, jB)′ = E.

Subcategoria acestor spaţii o vom nota-o B-iR. Această subcategorie este S-semireflexivă,

unde S este subcategoria spaţiilor cu topologie slabă (vezi 16.5).

12.1.13. Semireflexivitatea functorială. Fie t : C2V → C2V un functor covariant sau

contravariant cu proprietatea

t(E, u) = (E ′, t(u)), (E, u) ∈ |C2V|.

Astfel functorul t defineşte pe spaţiul dual o topologie local convexă t(u).

Definiţie. 1. Spaţiul (E, u) se numeşte t-semireflexiv, dacă

(E ′, t(u))′ = E.

2. Spaţiul (E, u) se numeşte t-reflexiv, dacă

((E ′, t(u))′, tt(u)) = (E, u).

12.1.14. Exemple. 1. Topologia inductivă din 12.1.7 defineşte un functor contravariant

i : C2V → C2V , i(E, u) = (E ′, i(Ã)).

2. Topologia inductivă din p.12.1.6 Exemplul 2 defineşte un functor contravariant

j : C2V → C2V , j(E, u) = (E ′, jB).

3. Fie k : C2V → K un functor coreflector. Vom defini functorul contravariant dk : C2V →
C2V astfel

dk(E, u) = k(E ′, σ(E ′, E)) = (E ′, kσ(E ′, E)).

324



Referitor la acest exemplu vezi 16.3.

Dacă K ⊂ M̃, atunci dkdk(E, u) = ks(E, u).

Putem obţine exemple netriviale ı̂n cazurile:

- M̃ ⊂ K.
- subcategoriile K şi M̃ nu sunt comparabile.

4. Functorul dβ : C2V → C2V . Definim functorul contravariant dβ : C2V → C2V astfel:

pentru (E, u) ∈ |C2V| notăm dβ(E, u) = E ′β, unde E ′ este ı̂nzestrat cu topologia convergentei

uniforme pe toate mulţimile mărginite din (E, u). Acest functor se ı̂ntâlneşte cel mai des la

definirea unor semireflexivităţi.

5. Functorul dτ : C2V → C2V . Se defineşte stabilind dτ (E, u) = E ′τ .

6. Fie t : C2V → C2V un x-functor, ı̂n particular un functor coreflector. Atunci avem şi

următorii functori contravarianţi:

t · dβ : C2V → C2V ; t · dτ : C2V → C2V .

12.2. Produsul semireflexiv a două subcategorii

12.2.1. Definiţie. Fie L şi A două subcategorii ale categoriei C2V , unde L ∈ R. Obiectul

X al categoriei C2V se numeşte (L,A)-semireflexiv, dacă L-replica lui aparţine subcategoriei A.
Vom nota L ∗sr A subcategoria plină a tuturor obiectelor (L,A)-semireflexive. Ea se numeşte

produsul semireflexiv al subcategoriilor L şi A.
12.2.1*. Fie K şi A două subcategorii, unde K ∈ K. Obiectul X se numeşte (K,A)-

semicoreflexiv, dacă K-coreplica lui aparţine subcategoriei A.
Notăm cu K ∗sc A produsul semicoreflexiv al subcategoriilor K şi A.
12.2.2. Exerciţii. 1. Fie L ⊂ A. Atunci L ∗sr A = C2V .
2. Fie A ⊂ L. Atunci A ⊂ L ∗sr A.
3. L ∩ A ⊂ L ∗sr A.
4. L ∗sr A = L ∗sr (L ∗sr A).

5. Fie A1 ⊂ A2. Atunci L ∗sr A1 ⊂ L ∗sr A2.

6. L ∩ (L ∗sr A) = L ∩ A.
7. Fie {Ai | i ∈ I} o clasă de subcategorii a categoriei C2V . Atunci

L ∗sr (∩Ai) = ∩(L ∗sr Ai).

8. Fie L,A ∈ R(Eu). Atunci S ⊂ L ∗sr A.
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9. A = C2V ∗sr Γ⇔ A = Γ.

10. L ∗sr A ⊂ L ∩A.
11. Fie L,R ∈ R. Atunci L ∗sr R = ρ(L,L ∩R).

12.2.3. Exerciţii. 1. Fie R ∈ R. Atunci Π ∗sr R = C2V .
2. Fie R ∈ R. Atunci R ∗sr Π = ρ(R,Π).

3. Fie R ∈ R. Atunci R ∗sr C2V = C2V .
4. Γ0 ∗sr S = S.
5. S ∗sr Γ0 = Π.

6. Fie L,L1,L2,L3 ∈ R, şi A,A1,A2,A3 subcategorii ale categoriei C2V .
- Dacă L1 ⊂ L2 ⊂ L3 şi L1 ∗sr A = L3 ∗sr A, atunci L2 ∗sr A = L2 ∗sr A.
- Dacă A1 ⊂ A2 ⊂ A3 şi L ∗sr A1 = L ∗sr A3, atunci L ∗sr A1 = L ∗sr A2.

12.2.4. Teoremă. Fie L ∈ R, şi A o subcategorie a categoriei C2V . Atunci subcategoria

L ∗sr A este ı̂nchisă ı̂n raport cu:

1. (εL)-subobiecte.

2. (εL)-factorobiecte.

3. Dacă L ∈ R(Eu) şi subcategoria A este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele, atunci şi subcate-

goria L ∗sr A este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele.

↓ 1. Fie B ∈| L ∗sr A |, şi b : X → B ∈ εL. Atunci lB ∈| A |, şi lB · b este L-replica

obiectului X. Deci X ∈| L ∗sr A | .

X B lB = lY.-b -bB

2. Fie B ∈ |L ∗srA|, şi b : B → Y ∈ εL. Dacă lY : Y → lY este L-replica lui Y, atunci lY · b
este L-replica lui B. Deci lB ∈ |L ∗sr A|, iar Y ∈ |L ∗sr A|.

B Y lY = lB-b -l
Y

3. Fie {Xi | i ∈ I} o familie de obiecte a subcategoriei L∗srA, şi li : Xi → Yi, i ∈ I, L-replicile

obiectelor Xi. Examinăm produsele familiilor respective de obiecte:

X = Π{Xi | i ∈ I}, Y = Π{Yi | i ∈ I}

cu proiecţiile canonice

pi : X → Xi, qi : Y → Yi, i ∈ I.

Morfismul

l = Π{li | i ∈ I}
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verifică egalităţile

li · pi = qi · l,∀i ∈ I

şi l este L-replica obiectului X (Teorema 6.1.6). Familia de obiecte {lXi | i ∈ 〉}, ı̂n baza

ipotezei, aparţine subcategoriei A. Deci şi obiectul Y ∈| A | . Astfel L-replica obiectului X

aparţine subcategoriei A. Am demonstrat că subcategoria L ∗sr A este ı̂nchisă ı̂n raport cu

produsele.↑
12.2.5. Vom examina condiţii care permit să afirmăm, că produsul semireflectiv a două

subcategorii este o subcategorie reflectivă a categoriei C2V .
Teoremă. Fie L ∈ R(Eu),R ∈ R şi functorul reflector l : C2V → L posedă proprietatea

l(Mf ) ⊂ I ′(R).

Atunci L ∗sr R ∈ Rs
f (εL). În particular, aceasta are loc când L ∈ Rc.

↓ Este suficient de demonstrat că subcategoria L ∗sr R este ı̂nchisă ı̂n raport cu Mf -

subobiecte. Fie B ∈| L ∗sr R |,m : X → B ∈ Mf , şi lX : X → lX şi lB : B → lB sunt

L-replicile obiectelor respective. Atunci lB ∈| R |, şi l(m) ∈ I ′(R). Deci lX ∈| R |, deoarece

subcategoria R este ı̂nchisă ı̂n raport cu I ′(R)-subobiecte. ↑
12.2.6. Teoremă. Fie L,R ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R = L ∗sr R.
2. Pentru orice H ∈ R cu proprietatea L ∩R ⊂ H ⊂ λR(L) are loc R = L ∗sr H.
3. R ∈ Rs

f (εL).

↓ 1⇒ 3. Subcategoria L∗srR este ı̂nchisă ı̂n raport cu (εL)-subobiecte şi (εL)-factorobiecte

ı̂n virtutea Teoremei12.2.4.

2⇒ 1. Evident.

3⇒ 2. Fie H ∈ R,L ∩R ⊂ H ⊂ λR(L) şi o să demonstrăm că R = L ∗sr H.
R ⊂ L∗srH. Într-adevăr, fie A ∈ |R|, lA : A→ lA L-replica lui A. Deci lA ∈ |L∩R| ⊂ |H|.
L ∗sr H ⊂ R. Fie A ∈ |C2V| şi lA ∈ |H|. Dacă rlA : lA → rlA este R-replica lui lA, atunci

rlA ∈ Iso. Deoarece R este ı̂nchisă ı̂n raport cu (εL)-subobiecte decidem că A ∈ |R|. ↑
12.2.6∗. Teoremă. Fie K, T ∈ K. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. T = K ∗sr T .
2. Pentru orice H ∈ K cu proprietatea K ∩ T ⊂ H ⊂ λT (K) are loc T = K ∗cs H.
3. T ∈ Ks

f (εK). ↑
12.2.7. Remarcă. Astfel un element R al clasei Rs

f (εL) poate fi definit prin următoarele

două metode:

1. R este o subcategorie reflectivă ı̂nchisă ı̂n raport cu (εL)-subobiecte şi (εL)-factorobiecte.
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2. R este produsul semireflexiv al subcategoriilor L şi R : R = L ∗sr R.
d∗. Un element T al clasei Ks

f (µK) poate fi definit prin următoarele două metode.

1. T este o subcategorie coreflectivă ı̂nchisă ı̂n raport cu (µK)-subobiecte şi (µK)-factorobiecte.

2. K este produsul semicoreflexiv al subcategoriilor K şi T : T = L ∗sc T .
12.2.8. Teoremă. Fie L,R ∈ R şi K ∈ K. Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. L ∗sr R = SεL(L ∩R).

1∗. K ∗sc R = QµK(K ∩R).

2. Fie R ∈ Rs(εL). Atunci L ∗sr R ⊂ R.
3. Fie R ∈ Rs(εL). Atunci L ∗sr R ∈ Rs

f (εL).

4. Fie R ∈ R. Atunci L ∗sr R = ρ(L,L ∩R).

↓ 1.L ∗sr R ⊂ SεL(L ∩ R). Într-adevăr, fie X ∈| L ∗sr R | . Atunci lX ∈| R | . Astfel

lX ∈| L ∩ R |, iar lX : X → lX ∈ εL. Deci X ∈ SεL(L ∩R).

SεL(L ∩ R) ⊂ L ∗sr R. Fie X ∈| SεL(L ∩ R) | . Există deci un obiect A ∈| L ∩ R | şi un

morfism b : X → A ∈ εL. Este evident că b este L-replica obiectului X. Deci X ∈| L ∗sr R | .
2. Fie X ∈| L ∗sr R |, iar lX : X → lX L-replica lui X. Atunci lX ∈| R | şi deoarece

lX ∈ εL, iar R ∈ Rs(εL), deducem că X ∈| A | .
3. E suficient de demonstrat că subcategoria L∗srR este ı̂nchisă ı̂n raport cuMf -subobiecte.

Fie B ∈ |L∗srR|,m : X → B ∈Mf , iar lX : X → lX şi lB : B → lB sunt L-replicile obiectelor

respective. Atunci

l(m) · lX = lB ·m. (1)

Pe morfismele lX şi m construim pătratul cocartezian

u · lX = v ·m. (2)

Atunci

l(m) = t · u, (3)

lB = t · v (4)

pentru un morfism t : P → lB.

X

lX lB

B

P l

v

t

l m( )

B
l

u

X

Figura 12.2.1
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Avem lX ∈ εL. Deci v ∈ εL. Atunci din egalitatea (4) deducem că şi t ∈ εL. Astfel

P ∈| R |, deoarece lB ∈| R |, iar R ∈ Rs(εL). Mai departe, clasa Mf este stabilă la dreapta.

Deci u ∈Mf şi P ∈| R | . Am demonstrat că lX ∈| R |, şi X ∈| L ∗sr R | .
4. L ∗sr R ⊂ ρ(L,L ∩R). Fie X ∈

∣∣∣L ∗sr R∣∣∣. Atunci lX ∈| R | . Astfel lX ∈| L ∩ R | şi lX

este (L ∩R)-replica acestui obiect. Am demonstrat că L ∗sr R ⊂ ρ(L,L ∩R).

ρ(L,L ∩ R) ⊂ L ∗sr R. Fie că L-replica şi L ∩ R-replica obiectului X coincid. Astfel

lX : X → lX este şi (L ∩ R)-replica obiectului X. Deci lX ∈| L ∩ R | . Atunci lX ∈| R |, şi

X ∈
∣∣∣L ∗sr R∣∣∣. ↑

12.2.9. Teoremă. Fie L ∈ R(Eu), şi Γ ∈ R(Mp). Atunci:

1. Subcategoria L∗sr Γ este ı̂nchisă ı̂n raport cu (Eu∩Mu)-subobiecte: L∗sr Γ ∈ Rs(µM̃) =

Rs(εS), adică L ∗sr Γ ∈ Rsm
f (εL).

2. L ∗sr Γ ⊂ Γ.

3. L ∗sr Γ ∈ Rs
f (εL).

4. Γ ∗sr L ⊂ L.
5. Γ ∗sr L ∈ Rs

f (εΓ).

↓ 1. Fie A ∈| L ∗sr Γ |, b : X → A ∈ Eu ∩Mu, iar lX : X → lX şi lA : A → lA L-replicile

obiectelor respective. Atunci

l(b) · lX = lA · b. (1)

Deoarece lA, b ∈ Eu, rezultă că l(b) ∈ Eu. Mai departe, lA · b ∈ Mu, adică l(b) · lX ∈ Mu

şi lX ∈ Epi. Deci l(b) ∈ Mu. Astfel l(b) ∈ Eu ∩ Mu şi lA ∈| Γ | . Deci şi lX ∈| Γ |, iar

X ∈| L ∗sr Γ | .
2. Fie A ∈| L ∗sr Γ | . Atunci lA ∈ |Γ|. Deci şi A ∈ |Γ|.
3. Dacă Γ ∈ R(Mp), atunci Γ ∈ Rs(εL) (Propoziţia 6.5.9). Astfel se ı̂ndeplinesc condiţiile

Teoremei 12.2.8 p.3.

4. Vezi 12.2.8 p.2.

5. Vezi 12.2.8 p.3. ↑
12.2.10. Teoremă. Fie Γ,L,R ∈ R, g : C2V → Γ, l : C2V → L, r : C2V → R şi

p : C2V → L ∩ Γ functorii reflectori respectivi. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R = L ∗sr Γ.

2. L ∗sr Γ ⊂ R şi l · r = p.

↓ 1 ⇒ 2. Trebuie de demonstrat egalitatea functorială. Fie X ∈ |C2V|, rX : X → rX şi

pX : X → pX replicile respective ale acestui obiect, şi lrX : rX → lrX L-replica obiectului rX.

Deoarece pX ∈ |Γ ∩ L| ⊂ |L ∗sr Γ|, rezultă că

pX = f · rX (1)
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pentru un morfism f. Mai departe, lrX ∈| L ∩ Γ |, deci

lrX · rX = u · pX (2)

pentru un morfism u. Pentru morfismul f există un morfism v astfel ı̂ncât

f = v · lrX . (3)

Se verifică uşor că u = v−1.

X

pX

rX lrX

f

r l

pX

X rX

u
v

Figura 12.2.2

2 ⇒ 1. R ⊂ L ∗sr Γ. Fie A ∈| R |, şi lA : A → lA L-replica lui A. Astfel lA ∈| Γ |, iar

A ∈| L ∗sr Γ | . ↑
12.2.11. Definiţie. Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V . Perechea de

subcategorii reflective (B,Γ) se numeşte o (P , I)-pereche dacă

a) B este o subcategorie P-reflectivă;

b) Γ-replica oricărui obiect al subcategoriei B aparţine clasei I.

X bX gbX-bX∈P -
gbX∈I

12.2.12. Exemple. 1. Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V . Atunci

pentru orice elemente B ∈ R(P) şi Γ ∈ R(I) (B,Γ) este o (P , I)-pereche de subcategorii. În

particular, dacă S ⊂ B, şi Γ0 ⊂ Γ, atunci (B,Γ) este o (Eu,Mp)-pereche de subcategorii.

2. Fie R ∈ R şi (P , I) o structură de factorizare. (P , I)-factorizarea functorului reflector

r : C2V → R ne conduce la subcategoria P-reflectivă B = B(R) şi clasa Ḡ(R).

- (B,Γ) este o (P , I)-pereche de subcategorii, unde Γ ∈ Ḡ(R).

- (B, T ) este o (P , I)-pereche de subcategorii, unde T ∈ R şi R ⊂ T ⊂ B.
12.2.13. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Rc şi (P ′′, I ′′) = (P ′′(L), I ′′(L)). Dacă (B,R) este o

(P ′′, I ′′)-pereche de subcategorii reflective, atunci produsul semireflectiv B ∗sr R este o subcate-

gorie Ē(K)-reflectivă, unde (Ē(K),M̄(K)) = ((εL)q,Mf ◦ (εL)).

↓ Subcategoria B ∗sr L este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele (Teorema 12.2.4). Astfel este

suficient de demonstrat că ea este ı̂nchisă ı̂n raport cu M̄(K)-subobiecte. Fie A ∈| B ∗sr R |,
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şi m : X → A ∈ M̄(K). Examinăm B-replicile acestor obiecte bX : X → bX şi bA : A → bA.

Atunci

b(m) · bX = bA ·m. (1)

X

Y

bX

rbX

bA

A

b m( )

bb

h

r

AX

bX

Figura 12.2.3

În această egalitate bA ∈ P ′′∩Mu = µK, şi m ∈ M̄(K) =Mf ◦(µK). Astfel bA ·m ∈ M̄(K),

adică b(m) ·bX ∈ M̄(K), i̧ bX ∈ P ′′∩Mu ⊂ Eu∩Mu. Deoarece clasa M̄(K) este Eu-coereditară,

deducem că b(m) ∈ M̄(K). Astfel

b(m) = f · g, (2)

unde f ∈Mf , şi g ∈ µK. Conform ipotezei bA ∈| R | . Astfel deducem că Y ∈| R | .
Fie rbX : bX → rbX R-replica obiectului respectiv. Atunci

g = h · gbX (3)

pentru un h : rbX → Y. Deoarece g ∈ µK, şi rbX ∈ Epi, rezultă că rbX ∈ µK ⊂ P ′′(L). Conform

ipotezei ı̂nsă rbX ∈ I ′′(L). Aşadar rbX ∈ Iso, şi bX ∈| R | . Deci X ∈| B ∗sr R | . ↑
12.2.14. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R ∈ R. Examinăm (P ′′, I ′′)-factorizarea functorului reflector

r : C2V → R, unde (P ′′, I ′′) = (P ′′(L), I ′′(L)). Această factorizare ne defineşte subcategoria

B = B(R) şi clasa Ḡ(R).

Corolar. Pentru orice element Γ ∈ Ḡ(R) produsul semireflectiv B ∗sr Γ este o subcategorie

Ē(K)-reflectivă. ↑
12.2.15. Exerciţii. Fie L ∈ R(Eu) şi Γ ∈ R(Mp).

Atunci L ∗sr Γ ∈ Rs
f (εL) (Teorema 12.2.9). Sunt adevărate egalităţile:

1. L ∗sr Γ = L ∗sr (L ∩ (L ∗sr Γ)).
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2. L ∗sr Γ = L ∗sr (L ∗sr Γ).

3. L ∗sr Γ = L ∗sr λL∗srΓ(L ∨ (L ∗sr Γ)).

4. L ∗sr Γ = L ∗sr λL∗srΓ(L).

12.2.16. Exerciţii. 1. Fie L ∈ R,Γ ∈ R(I ′′(L)) şi R = L ∗sr Γ. Atunci R ⊂ Γ.

2. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R ∈ Rs
f (εL). Atunci:

a) λR(K) ⊂ Rs
f (εL);

b) λR(K) ⊂ λR(L);

c) R = L ∗sr λR(K);

d) R ⊂ R ∗sr λR(K).

12.3. Produsul semireflexiv şi produsul de dreapta

12.3.1. Produsul semireflexiv şi produsul la dreapta. Fie K ∈ K,L,Γ ∈ R şi fie că

aceste subcategorii verifică următoarele condiţii:

10. εL ⊂ µK.
20. Γ ∈ Rs(µK).

30. Functorul v : C2V → K ∗d (L ∩ Γ) este un functor reflector.

40. g(L) ⊂ L.
Notăm K ∗s (L ∩ Γ) = V ,L ∩ Γ = T , şi v : C2V → V şi t : C2V → T functorii reflectori.

12.3.2. Remarcă. 1. Din condiţia εL ⊂ µK, rezultă, că L ∈ R(Eu). Dacă L ∈ R(Eu),
atunci S ⊂ L, şi εL ⊂ εS = µM̃.

2. Fie M̃ ⊂ K. Atunci ı̂n baza Teoremei 11.1.13 functorul v : C2V → K ∗d (L ∩ Γ) este un

functor reflector (condiţia 30).

3. Fie M̃ ⊂ K şi Γ0 ⊂ Γ. Atunci sunt ı̂ndeplinite condiţia 20 (Propoziţia 6.5.9) şi condiţia

40.

4. Fie Γ0 ⊂ Γ, iar L ∈ Rf (εΓ0). Atunci se ı̂ndeplineşte condiţia 40.

5. Din condiţiile 10 şi 20 rezultă că L ∗sr Γ este o subcategorie reflectivă (Teorema 12.2.8).

6. Fie (K,L) o pereche de subcategorii conjugate. Atunci µK = εL şi deci se ı̂ndeplineşte

condiţia 10. De asemenea se ı̂ndeplineşte condiţia 30 (Teorema 11.1.13).

7. Din condiţia 30 rezultă că g(K) ⊂ K.
8. Referitor la relaţia εL ⊂ µK vezi p.11.3.11.

12.3.3. Lemă. 1. Fie (E ,M) o structură de factorizare, K ∈ K(E ∩ Mu),L ∈ R şi

εL ⊂ µK. Atunci pentru orice element Γ ∈ R(M) subcategoriile K,L şi Γ verifică confiţiile

10-30 din din p.12.3.1.
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2. Fie L ∈ R(Eu) şi Γ ∈ R(Mp). Atunci subcategoriile M̃,L şi Γ verifică condiţiile 10-30

din p.12.3.1. În particular, L ∗sr Γ este o subcategorie reflectivă ı̂nchisă ı̂n raport cu ε(L ∩ Γ)-

factorobiecte şi (Eu ∩Mu)-subobiecte.

↓ 1. Rămâne de verificat condiţia 20: Γ ∈ Rs(µK), şi aceasta rezultă din Propoziţia 6.5.9.

2. Condiţia 10: εL ⊂ µK. Avem εL ⊂ Eu ∩Mu = µM̃.

Condiţia 20: Γ ∈ Rs(µK) conform Propoziţiei 6.5.9.

Condiţia 30: functorul v : C2V → M̃ ∗d (L ∩ Γ) este un functor reflector conform Teoremei

11.1.13. ↑
12.3.4. Lemă. Fie L ∈ R(Eu), şi Γ ∈ R(Mp). Atunci subcategoriile M̃,L şi Γ verifică

condiţiile 10 − 30 din p. 12.3.1. Dacă subcategoria L este ı̂nchisă ı̂n raport cu extensiile:

L ∈ Rf (εΓ0), atunci aceste subcategorii verifică şi condiţia 40. ↑
12.3.5. Teoremă. Fie că subcategoriile K,L şi Γ verifică condiţiile 10-30 din p.12.3.1.

Atunci:

1. L ∗sr Γ = K ∗d (L ∩ Γ). În particular, L ∗sr Γ ∈ Rf (ε(L ∩ Γ)), L ∗sr Γ ∈ Rs
f (εL),

L ∗sr Γ ∈ Rs(µK).

2. L ∩ Γ ⊂ L ∗sr Γ ⊂ Γ.

3. l · v = t. În particular l(V) ⊂ L ∩ Γ, iar uX : vX → tX este L-replica obiectului vX.

4. v · g = g · v = g · v · g = v. În particular, functorii v şi g comută: v · g = g · v.
5. v(K) ⊂ K. În particular, v · k = k · t · k.
Dacă subcategoriile K,L şi Γ verifică condiţiile 10-40 atunci:

6. v · l = l · v = g · l = g · l · g = t. În particular, functorii v şi l comută: v · l = l · v.
↓ 1. L ∗sr Γ ⊂ K ∗d (L ∩ Γ). Fie X ∈ |L ∗sr Γ|. Atunci lX ∈ |Γ|. Astfel lX : X → lX este

şi T -replica obiectului X, unde T = L ∩ Γ. Construim diagrama (PD) pentru obiectul X ı̂n

raport cu subcategoriile K şi T . În pătratul cocartezian

vX · kX = kvX · k(tX), (1)

deoarece εL ⊂ µK, rezultă că k(tX) ∈ Iso, şi cu el şi vX ∈ Iso. Am demonstrat că

X ∈| K ∗d (L ∩ Γ) | .

kX

X lX=tX

vX

ktX=klX

k tX
k

v

X

X

kvX

uX

Figura 12.3.1
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K ∗d (L ∩ Γ) ⊂ L ∗sr Γ. Pentru un obiect arbitrar X al categoriei C2V examinăm diagrama

(PD) ı̂n raport cu subcategoriile K şi T .

kX

X tX

vX

ktX

lvX

k tX

k

v

X

X

k
vX

u
b

l

t

X

X

vX

X

k t( )
X

Figura 12.3.2

Fie lvX : vX → lvX L-replica obiectului respectiv. Deoarece tX ∈ |L|, rezultă că

uX = bX · lvX (2)

pentru un morfism bX . uX este T -replica obiectului vX (Teorema 11.1.8 p.5), deci uX ∈ Mu.

Clasa Mu este Epi-coereditară, atunci din egalitatea (2), deducem că bX ∈Mu. Avem

bX · lvX · kvX = uX · kvX = ktX , (3)

bX · lvX · kvX = ktX . (4)

Deci bX ∈ µK. Ţinând cont că tX ∈| Γ |, şi Γ ∈ Rs(µK), conchidem că lvX ∈| Γ | . Astfel

am demonstrat că vX ∈| L ∗sr Γ |, şi K ∗d (L ∩ Γ) ⊂ L ∗sr Γ.

Faptul, că L∗srΓ ∈ Rf (ε(L∩Γ)), rezultă din Lema 12.3.3 p.2, şi afirmaţia L∗srΓ ∈ Rs(µK)

rezultă din Teorema 11.1.11. Din Teorema 12.2.4 conchidem că L ∗sr Γ ∈ Rs
f (εL).

2. Incluziunea L ∩ Γ ⊂ L ∗sr Γ este evidentă, şi incluziunea L ∗sr Γ ⊂ Γ rezultă din 12.2.8

condiţia 2.

3. Să construim diagrama (PD) pentru un obiect arbitrar X ı̂n raport cu subcategoriile K
şi T . Fie lvX : vX → lvX L-replica obiectului vX. Deoarece tX ∈| L |, rezultă că

uX = f · lvX (5)

pentru un morfism f. Mai departe, vX ∈| L∗srΓ | conform p.1, deci lvX ∈| Γ |, sau lvX ∈| T | .
Deoarece uX este T -replica lui vX, rezultă că

lvX = g · uX (6)

pentru un morfism g. Se verifică uşor că

f = g−1. (7)
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4. v · g = v. Fie X ∈| C2V |, gX : X → gX şi vX : X → vX Γ- şi V-replicile lui X. Deoarece

V ⊂ Γ (p.2), rezultă că

vX = hX · gX (9)

pentru un hX . În egalitatea scrisă gX ∈ Epi, deci hX este V-replica lui gX.

Egalitatea g · v = v rezultă din faptul că K ∗d (L ∩ Γ) ⊂ Γ (p.2). Celelalte egalităţi devin

evidente.

5. Fie A ∈| K | şi construim diagrama (PD) pentru acest obiect ı̂n raport cu subcategoriile

K şi T . Atunci kvA ∈ Iso.
6. v · l = t (cu condiţia 40 : g(L) ⊂ L). Fie A ∈| L | . Atunci gA = tA. Examinăm V-replica

obiectului A : vA : A→ vA.

Avem

tA = gA = uA · vA. (10)

În acelaşi timp vA ∈| Γ | . Deci

vA = s · gA (11)

pentru un morfism s. Este evident că p = s−1. Astfel am demonstrat că v · l = t.

Egalitatea g · l · g = t este evidentă.

Astfel T -replica unui obiect poate fi obţinută ı̂n doi paşi: tX = glX, sau ı̂n trei paşi

tX = glgX.

Din relaţia demonstrată v · l = t şi din p.3, deducem că v · l = l · v. Deci functorii v şi l

comută. ↑
12.3.6. Remarcă. S-a menţionat proprietatea L∗sr Γ ∈ Rf (ε(L∩Γ)), deoarece L∩Γ ⊂ L.

Deci εL ⊂ ε(L ∩ Γ) şi clasa ε(L ∩ Γ) este, ı̂n genere, mai mare decât clasa εL.
12.3.7. Corolar. Pentru subcategoriile L şi Γ ce verifică condiţiile 10− 30 şi subcategoriile

T = L ∩ Γ şi V = K ∗d (L ∩ Γ) replicile unui obiect arbitrar X verifică egalităţile indicate ı̂n

următoarea diagramă comutativă. ↑
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12.3.8. Corolar. În cazul când subcategoriile L şi Γ verifică condiţiile 10 − 40 avem

următoarea diagramă comutativă.↑
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Figura 12.3.4

12.3.9. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, R ∈ R, T = L ∩ R,V = K ∗d T , v : C2V → V
şi t : C2V → T , p : C2V → K ∩ V functorii reflectori respectivi. Sunt adevărate următoarele

afirmaţii:

1. L ∩R = L ∩ V .
2. t = l · v şi K ∩R ⊂ K ∩ V ⊂ SεL(R).

3. tkX = ktX · k(tX).

tX = uX · vX pentru V = K∗d (L∩R) sunt ((εL)⊥, εL)-factorizările morfismelor respective.

(K ∗d R)-replica obiectului X se obţine prin ((εL)⊥, εL)-factorizarea R-replicii:

rX = uX · vX .

În particular, k(tX) : kX → ktX este (K ∗d (L ∩R))-replica lui kX.

Functorii k : C2V → K şi v : C2V → K ∗d (L ∩R) comută: k · v = v · k.
4. L∗srR = L∗sr V = L∗sr (L∩R) = K∗dR = K∗d (L∩R) = K∗dc (K∩V) = SεL(L∩R).

5. Fie. r(L) ⊂ L. Atunci r · l = t.

6. Fie r(L) ⊂ L şi εL ∩ εR = Iso. Atunci functorii l : C2V → L şi r : C2V → R comută:

l · r = r · l.
În particular, dacă R ∈ R(Mp), atunci r(L) ⊂ L şi εL ∩ εR = Iso.
7. Fie r(L) ⊂ L şi R ∈ Rs(εL). Atunci R-replica şi V-replica obiectelor subcategoriei L

coincid: L ⊂ ρ(R,V).

În particular, dacă R ∈ R(Mp), atunci r(L) ⊂ L şi R ∈ Rs(εL).

↓ 1.L ∩ V ⊂ L ∩R. Fie A ∈ |L ∩ V|. Atunci vX şi cu el şi k(rX) sunt iso. Avem

rA · (vA)−1 · fA · k(rA) = rA · (vA)−1 · vA · kA = rA · kA = krA · k(rA)

şi deoarece krA · k(rA) ∈ µK, deducem că rA ∈ µK = εL. Odată ce A ∈ |L|, rA ∈ Iso şi

A ∈ |R|.
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2. t = l · v. Deoarece l(V) ⊂ V .
3. tkX = ktX · k(tX). Menţionăm că tX ∈ |T | şi ktX · k(tX) ∈ Epi. Să verificăm că orice

morfism f : kX → Z cu Z ∈ |T | se extinde prin ktX · k(tX). Deoarece Z ∈ |T | = |L ∩ R| şi

lkX = lX · kX , f se extinde prin lX · kX :

f = f1 · lX · kX (1)

pentru un f1. Deaorece L ∩R = L ∩ V , f1 · lX se extinde prin vX .

f1 · lX = f2 · vX (2)

pentru un f2. Mai departe, tX ∈ |L| şi µK = εL. Deci uX este L-replica lui vX. Astfel f2 se

extinde prin uX :

f2 = f3 · uX (3)

pentru un f3. Din egalităţile scrise avem:

f = f1 · lX · kX = f2 · vX · kX = f3 · uX · vX · kX = f3 · tX · kX = f3 · ktX · k(tX).

Aşadar morfismul f3 prelungeşte f prin ktX · k(tX).
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X tX=lvX

vX

ktX=pkX
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k tXk
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X
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l

t
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3

1

X

k t( )
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Figura 12.3.5

rX = uX · vX şi tX = uX · vX ca ((εL)>, εL)-factorizări ı̂n virtutea Teoremei 11.1.15 p.6.

tkX = ktX ·k(tX). Avem ktX ∈ µK = εL şi k(tX) : kX → ktX ∈ (εL)>, deoarece ktX ∈ |K|.
k · v = v · k. Avem kvX = ktX şi vkX = ktX deoarece V-replica obiectului kX se obţine

prin ((εL)>, εL)-factorizarea morfismului tkX .

4. L ∗sr R ⊂ L ∗sr V . Fie A ∈ |L ∗sr R|. Atunci lA ∈ |R| şi lA ∈ |L ∩ R| = |L ∩ V|. Sau

A ∈ |L ∗sr V|.
L ∗sr V ⊂ L ∗sr (R). În acelaşi mod.
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K ∗dR = K ∗d (L∩R). Fie X ∈ |C2V|. Atunci tX = lvX · vX şi k(tX) = k(lvX · vX) = k(vX).

Astfel

vX · kX = fX · k(rX)

este pătratul cocartezian construit pe morfismele kX şi rX cât şi pe morfismele kX şi k(tX).

V = K ∗dc (K∩V). În primul rând, menţionăm că K∩V ∈ R(K). Pentru un obiect X avem

kX : kX → X este K-coreplica lui X, k(tX) : kX → ktX este (K ∩ V)-replica lui kX şi

vX · kX = kvX · k(tX)

este pătratul cocartezian construit pe kX şi k(tX). Aşadar R ∗dc (K ∩ V) = K ∗d T ).

Egalitatea L ∗sr R = SεL(L ∩R) rezultă din Teorema 12.2.8.

5. Deoarece r(L) ⊂ L, rezultă că t = r · l. De asemenea l(V) ⊂ V . Deci l · v = t.

6. Cum s-a menţionat mai sus, l · v = r · l. Egalitatea v · l = r · l se demonetrează reieşind

din faptul, că tX = rlX = tlX. Într-adevăr, fie X ∈ |C2V|, şi vlX : lX → vlX V-replica lui lX.

Pe morfismele vX şi lX construim pătratul cocartezian
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rlX tX tlX= =P vlX=
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Figura 12.3.6

f · lX = pX · vX . (6)

Atunci

f · klX = (pX · kvX) · k(tX) (7)

este pătratul cocartezian construit pe morfismele klX şi k(tX). Deci f = vlX , P = vlX şi

ulX · pX = uX , (8)

ulX · vlX = rlX (9)
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pentru un morfism ulX . Deoarece uX ∈ εL, rezultă că şi ulX ∈ εL, şi din (9), deducem că

ulX ∈ εR. Astfel ulX ∈ εR∩ εL = Iso. Deci v · l = l · v.
7. Fie A ∈| L | . Atunci rA = tA, şi din condiţia R ∈ Rs(εL), deducem că vA ∈| R | . Deci

vA = rA. ↑
12.3.10. Remarcă. 1. Egalitatea

L ∗sr R = K ∗d (L ∩R)

indică o construcţie simplă a (L ∗sr R)-replicii unui obiect arbitrar al categoriei C2V : se con-

struieşte diagrana (PD) a obiectului dat ı̂n raport cu subcategoriile K şi L ∩R.
2. Unele subcategorii semireflexive au fost construite anume ca produsul semireflectiv al unei

subcategorii c-reflective şi a unei completări. S-a apelat la subcategoriile c-reflective S, uN ,Sh
şi la completările Γ0, qΓ0 etc.

12.3.11. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc,Γ ∈ R(Mp),V = K ∗d (L ∩ Γ), şi T = L ∩ Γ. Atunci:

1. L ∗sr Γ = K ∗d (L ∩ Γ).

2.v · k = k · v = k · g · t, iar t · k = t şi g · l = t. În particular, functorii k şi v comută.

3. Functorii v şi l comută: v · l = l · v.
4. L ⊂ ρ(V ,Γ). ↑
12.3.12. Produsul semireflexiv şi prdusele de dreapta. Fie P ∈ K. Notăm Rµ

ε (P)

următoarea clasă:

A. Dacă P ∈ Kc, atunci Rµ
ε (P) = R.

B. Dacă P 6∈ Kc, atunci Rµ
ε (P) = {R ∈ R|εR ⊂ µP}.

În ambele cazuri, dacă R ∈ Rµ
ε (P), atunci perechea (P ,R) verifică condiţia (PDC). Să

verificăm aceasta ı̂n cazul condiţiei B. Examinăm pătratul (PDC) pentru obiectul X.

pX

X

rpX

vX

r

v

p u

pX

X

X X

Figura 12.3.7

Avem rpX ∈ εR. Deci şi v̄X ∈ εR. Astfel v̄X · pX ∈ µP , sau rpX , uX · rpX ∈ µP . Deoarece

clasa µP este a-coereditară, deducem că uX ∈ µP . Astfel K ∗dc R = QµP(R).
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Menţionăm următoarele proprietăţi ale clasei Rµ
ε (P).

1. C2V ∈ Rµ
ε (P) pentru orice P ∈ K.

2. Fie P ⊂ M̄. Atunci R(Eu) ⊂ Rµ
ε (P).

3. Fie L,R ∈ R şi L ⊂ R. Dacă R ∈ Rµ
ε (P), atunci şi L ∈ Rµ

ε (P).

Pentru P ∈ K notăm Rµ
εf (µP) = Rµ

ε (P) ∩ Rf (µP).

Definim aplicaţia

ϕdc(R = QµP(R) pentru R ∈ Rµ
ε (P).

Teoremă. 1. Aplicaţia ϕdc ia valori ı̂n clasa Rµ
ε (P)

ϕd : Rµ
ε (P)→ Rµ

εf (µP).

2. ϕd(R) = R pentru orice R ∈ Rµ
εf (µP).

↓ 1. Avem R ⊂ QµP(R. Deci ε(P ∗dc R) ⊂ εP ⊂ µP .
2. Fie R ∈ Rµ

εf (µP). Este suficient de verificat că QµP(R) ⊂ R. Fie A ∈ |P ∗dc R|. Există

un obiect Z ∈ |R| şi un morfism b : Z → A ∈ µP . Deoarece R ∈ Rf (µP), rezultă că A ∈ |R|. ↑
12.3.13. Fie R ∈ Rµ

ε (P). Atunci SµP(R) este o subcategorie reflectivă a categoriei C2V .
Notăm ϕd(R) = SµP(R) pentru R ∈ Rµ

ε (P).

Teoremă. 1. Aplicaţia ϕd ia valori ı̂n clasa Rµ
ε (P)

ϕd : Rµ
ε (P)→ Rµ

ε (P)

2. Aplicaţia ϕdc · ϕd ia valori ı̂n clasa Rs
f (µP)

ϕdc · ϕd : Rµ
ε (P)→ Rs

f (µP).

↓ 1. Fie R ∈ Rµ
ε (P). Atunci R ⊂ ϕd(R) şi ε(ϕd(R)) ⊂ εR ⊂ µK.

2. Fie R ∈ Rµ
ε (P). Atunci

ϕdcϕd(R) = ϕdcQµP(R) = SµPQµP(R).

Este suficient de verificat relaţia

SµPQµP(R) ⊂ QµPSµP(R)

Într-adevăr, fie Z ∈ |SµPQµP(R)|. Există un obiect A ∈ QµP(R)| şi un morfism b1 : Z →
A ∈ µP . Pentru obiectul A există un obiect B ∈ |R| şi un morfism b2 : B → A ∈ µP .

Fie

b1 · b′2 = b2 · b′1 (1)
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pătratul cartezian construit pe morfismele b1 şi b2. Atunci b′1, b
′
2 ∈ µP , P ∈ SµP(R) şi Z ∈

|QµPSµP(R)|. ↑

P

Z

B

A
b

b

bb

1

1

22

12.4. Subcategorii semireflexive şi structuri de factorizare

12.4.1. Următoarele Teoreme permit de a construi exemple de subcategorii semireflexive.

Fie (E ,M) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V . Atunci (E ,M) ∈ Lρ(L), unde L =

SM(Π). Structura (E ,M) ı̂mparte clasa R ı̂n trei subclase (vezi §10.1).

R(E), R(M), R(E ,M)

Teoremă.

1. Fie K ∈ K(E). Atunci R(Eu ∩M) ⊂ Rs(µK).

1*. Fie R ∈ R(M). Atunci K(E ∩Mu) ⊂ Kf (εR).

2. Fie R ∈ R(M). Atunci R(E) ⊂ Rs(εR).

2*. Fie K ∈ K(E). Atunci K(M) ⊂ Kf (µK).

3. Fie K ∈ K şi µK ⊂M. Atunci R(E) ⊂ Rs(µK).

3*. Fie R ∈ R şi εR ⊂ E . Atunci K(M) ⊂ Kf (εR).

4. Fie R ∈ R şi εR ⊂ E . Atunci R(M) ⊂ Rs(εR).

4*. Fie K ∈ K şi µK ⊂M. Atunci K(E) ⊂ Kf (µK).

5. Fie K ∈ K(E ∩Mu). Atunci R(M) ⊂ Rs(µK).

5* Fie R ∈ R(Eu ∩M. Atunci K(E) ⊂ Kf (εR).

6. Fie R ∈ R(E) şi R ∈ Rs(εL). Atunci R = C2V .
6*. Fie T ∈ K(M) şi T ∈ Kf (µK). Atunci T = C2V .
7. Fie clasa M∩ Epi ∩Mu a-coereditară. Atunci pentru orice element R ∈ R

SM(R) ∈ Rf (εR).
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7*. Fie clasa E ∩ Eu ∩Mono a-ereditară. Atunci pentru orice element K ∈ K

QE(K) ∈ Ks(µK).

↓ 1. Fie L ∈ R(Eu,∩M), A ∈ |L| şi b : X → A ∈ µK. Dacă lX : X → lX este L-replica

obiectului X, atunci

b = f · lX (1)

pentru un morfism f. Astfel b ∈Mono, iar lX ∈ Eu şi deoarece clasaMono este Eu-coereditară,

deducem că f ∈Mono. Din egalitatea (1), rezultă că f, lX ∈ µK ⊂ E . Deci lX ∈ E şi lX ∈M,

sau lX ∈ E ∩M = Iso.
2. Fie L ∈ R(E), A ∈ |L| şi b : X → A ∈ εR. Avem egalitatea (1) scrisă mai sus pentru

aceeaşi situaţie, unde b ∈ εR ⊂ M. Deci lX ∈ M, şi conform ipotezei 2 lX ∈ E . Astfel

lX ∈ E ∩M = Iso.
3. Fie L ⊂ R(E). Atunci L este o subcategorie E-reflectivă, deci ı̂nchisă ı̂n raport cu

M-subobiecte. Deoarece µK ⊂M, ea este ı̂nchisă şi ı̂n raport cu (µK)-subobiecte.

4. Fie L ⊂ R(M), A ∈ |L| şi b : X → A ∈ εR. Avem egalitatea (1), unde b ∈ εR şi

lX ∈ Epi. Deci lX ∈ εR ⊂ E . Pe de altă parte, lX ∈M. Deci lX ∈ E ∩M = Iso.
5. Fie L ⊂ R(M), A ∈ |L| şi b : X → A ∈ µK. În egalitatea (1) b ∈ Mu şi lX ∈ Epi, deci

f ∈Mu sau f ∈ µK, şi cu el şi lX ∈ µK. Definitiv, lX ∈ µK ⊂ E şi lX ∈M, sau lX ∈ Iso.
6. Fie X un obiect arbitrar al categoriei C2V , şi rX : X → rX şi lX : X → lX R - şi

L-replicile lui. Mai departe, dacă πX : X → πX este Π-replica obiectului X, atunci

πX = uX · lX , (2)

πX = vX · rX (3)

pentru două morfisme uX şi vX . Deoarece R este E-reflecrtivă, adică rX ⊥ uX , rezultă că

lX = t · rX (4)

vX = uX · t (5)

pentru un morfism t. Din egalitatea (4), rezultă că rX ∈ εR. Atunci X ∈ |R| şi R = C2V .
7. Fie rX : X → rX R-replica obiectului X, şi

rX = mX · eX (6)
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(E ,M)-factorizarea morfismului rX . Atunci eX : X → eX este SM(R)-replica obiecutului X,

şi mX : eX → rX este R-replica obiectului eX.

Dacă b : eX → Y ∈ εR, atunci

mX = t · b (7)

pentru un morfism t. Avem mX ∈ M. Din egalitatea (7) rezultă că şi b ∈ M. Definitiv mX şi

b aparţin clasei M∩ Epi ∩Mu. Deci şi t aparţine acestei clase, şi Y ∈ |SM(R|. ↑
12.4.2. Din p. 4 şi 6 ale Teoremei precedente obţinem:

Corolar. Fie R ∈ R, şi (E ,M) o structură de factorizare cu proprietatea εR ⊂ E sau

(E ,M) = (P ′′(R), I ′′(R)). Atunci clasa Rs(εR) constă din toate elementele clasei R(M) şi

unele elemente ale clasei R(E ,M). ↑
12.4.3. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R o subcategorie I ′′(L)-reflectivă. Mai departe, fie

(E, u) ∈ |R|, (E, k(u)) K-coreplica acestui obiect, şi v o topologie local convexă pe spaţiul E cu

proprietatea

u ≤ v ≤ k(u).

Atunci spaţiul (E, v) aparţine subcategoriei R.
↓ Rezultă din faptul că µK = εL şi p. 4 al Teoremei precedente. ↑
12.4.4. Pentru subcategoria S a spaţiilor cu topologie slabă

(P ′′(S), I ′′(S)) = (Eu,Mp), εS = Eu ∩Mu,

R(Mp) = {Γ ∈ R|Γ0 ⊂ Γ},

unde Γ0 este subcategoria spaţiilor complete. Teorema 12.4.1 p. 4 se va scrie

Teoremă. 1. R(Mp) ⊂ Rs(εS) = Rs(µM̃) = Rs(Eu ∩Mu).

2. R(Mp) ∈ Rs(εL) pentru orice L ∈ R(Eu). ↑
12.4.5. Exemple. 1. Când subcategoria L se măreşte, clasa R(P ′′(L)) se micşorează, şi

clasa R(I ′′(L)) se măreşte:

Fie R ⊂ L. Atunci εL ⊂ εR. Deci P ′′(L) = (εL·Ep) ⊂ (εR)·Ep = P ′′(R), şi I ′′(R) ⊂ I ′′(L).

2. În cazul structurii de factorizare (Eu,Mp) p.1* al Teoremei 12.4.1 se va scrie:

K(Mu) ⊂ Kf (ε(Γ0).

Dacă subcategoria coreflectivă K conţine subcategoria M̃, atunci ea este ı̂nchisă ı̂n raport cu

extensiile. Menţionăm că incluziunea de mai sus poate fi scrisă şi astfel:

Fie M̃ ⊂ K şi Γo ⊂ Γ. Atunci

K ∈ Kf (εΓ).

3. Cazul structurii de factorizare (E ,M) cu clasa de injecţii stabilă la dreapta.
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Γ0(M) = SJ (Π), unde (P , I) = (Epi ∩M, (Epi ∩M)⊥), este cel mai mic element al clasei

R(M).

4. Cazul structurii de factorizare (Ep,Mu). R(Ep ∩Mu) = R(Iso) = {C2V},R(Mu) = R.
12.4.6. Exerciţii. Fie K ∈ K şi R ∈ R. Examinăm condiţiile:

A. r(K) ⊂ K.
B. k(R) ⊂ R.
C. K ⊂ K(Mu) şi µK ∩ εR = Iso.
D. R ⊂ R(Eu) şi µK ∩ εR = Iso.
1. Dacă R este epireflectivă, atunci A⇒ B.

1∗. Dacă K este monocoreflectivă, atunci B ⇒ A.

2. În categoria C2V condiţiile A şi B sunt echivalente.

3. Dacă R este epirefectivă şi clasa Epi este Mu-ereditară, atunci din condiţia C, rezultă

că K ∈ Kf (εR). În particular, ı̂n categoria C2V din condiţia C, rezultă că K ∈ Kf (εR).

3∗. Dacă K este monoreflectivă şi clasa Mono este Eu-coereditară, atunci din condiţia D

rezultă că R ∈ Rs(µK). În particular, ı̂n categoria C2V din condiţia D rezultă că R ∈ Rs(µK). ↑

12.5. Clasa Rs(εL)

12.5.1. Teoremă. Fie R,L ∈ R. Examinăm următoarele condiţii:

1. R ∈ Rs(L).

2. Dacă rX ∈ εL, atunci rX ∈ Iso.
3. εL ⊂ I ′(R).

4. Există un element (E ,M) ∈ Lρ(R), astfel ı̂ncât εL ⊂M.

5. Pentru orice obiect X al categoriei C2V rX ⊥ εL : U(R) ⊥ εL.
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Sunt adevărate implicaţiile:

4⇒ 3⇒ 2⇒ 1.

Dacă L este o subcategorie c-reflectivă, atunci condiţiile 1-5 sunt echivalente.

5⇒ 4⇒ 3⇒ 2⇒ 1
L∈Rc=⇒ 5.

↓ 5⇒ 4. Dacă U(R) ⊥ εL, atunci εL ⊂ (U(R))x = I ′(R), şi (P ′(R), I ′(R)) ∈ Lρ(R).

4⇒ 3. Fie (E ,M) ∈ Lρ(R) şi εL ⊂M. Atunci εL ⊂M ⊂ I ′(R).

3⇒ 2. Fie A ∈ |R| şi b : X → A ∈ εL. Deoarece A ∈ |R|, rezultă că Π-replica πA : A→ πA

aparţine clasei I ′(R). Atunci πA · b ∈ I ′(R) şi X ∈ |R|, odată ce subcategria R este ı̂nchisă ı̂n

raport cu I ′(R)-subobiecte.

2⇒ 1. Fie A ∈ |R| şi b : X → A ∈ εR. Examinăm R-replica lui X. Atunci

b = f · rX (1)

pentru un f, de unde rezultă că rX ∈ εL. Deci rX ∈ Iso, şi X ∈ |R|.
1⇒ 5 (cu condiţia L ∈ Rc). Fie X un obiect arbitrar al categoriei C2V , şi b : A→ B ∈ εL.

O să demonstrăm că rX ⊥ b. Într-adevăr, fie

b · u = v · rX . (2)

Pe morfismele b şi v construim pătratul cartezian

b · v′ = v · b′. (3)
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Figura 12.5.1
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Atunci

u = v′ · t, (4)

rX = b′ · t (5)

pentru un morfism t : X → P. Deoarece b′ ∈ εL şi rX ∈ |R|, deducem că P ∈ |R|. Deci

t = w · rX (6)

pentru un morfism w. Atunci v′ · w este diagonala pătratului (2). ↑
12.5.2. Corolar [Bn, 1984]. Fie R ∈ Rs(εS), şi rX ∈ Eu. Atunci rX ∈ Iso. ↑
12.5.3. Fie L ∈ Rc. Atunci ((εL)q,Mf ◦ εL)) este o structură de factorizare (vezi Teorema

9.3.5 p.2).

Propoziţie. Fie L ∈ Rc. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rs(εL).

2. R este o subcategorie (εL)-reflectivă.

3. R este ı̂nchisă ı̂n raport cu (Mf ◦ εL)-subobiecte. ↑
13.5.4. Teoremă. Fie R,L ∈ R. Examinăm următoarele condiţii:

1. R ∈ Rs(εL).

2. L ∩R = ρ(L,R).

Atunci 1⇒ 2. Dacă R ⊂ L, atunci 2⇒ 1.

↓ 1⇒ 2. L ∩R ⊂ ρ(L,R). Fie X ∈ |L ∩ R|. Atunci lX = rX = 1, iar X ∈ |ρ(L,R)|.
ρ(L,R) ⊂ L ∩ R. Fie X ∈ |ρ(L,R)|. Atunci lX = rX : X → lX = rX. Deoarece lX ∈

((εL) ∩ (εR)), şi rX ∈ |R|, ı̂n baza ipotezei 1, deducem că X ∈ |R|. Deci rX = 1, adică

rX = lX = 1, şi X ∈ |L ∩ R|.
2 ⇒ 1 (cu condiţia că R ⊂ L). Fie A ∈ |R| şi b : X → A ∈ εL. O să demonstrăm că

X ∈ |R|. Fie rX : X → rX R-replica lui X. Atunci

b = f · rX (1)

pentru un morfism f. Deoarece rX ∈ Epi, şi b ∈ εL, deducem că rX ∈ εL. Fie lX : X → lX

L-replica obiectului X. Atunci

lX = g · rX (2)

pentru un morfism g : rX → lX. Deoarece R ⊂ L avem

rX = h · lX (3)

pentru un morfism h. Se verifică uşor că h = g−1. Astfel R- şi L-replicile obiectului X coincid:

rX ∼ lX . Deci X ∈ |ρ(L),R| ⊂ |R|. ↑

346



12.5.5. Remarcă. Dacă L ⊂ R şi R ∈ Rs(εL), atunci R = C2V . Incluziunea R ⊂ L este

posibilă, de exemplu, când L este o subcategorie semireflexivă.

12.5.6. Fie R ∈ Rs(εL). Atunci R este ı̂nchisă ı̂n raport cu Mf -subobiecte şi (εL)-

subobiecte.

Corolar. 1. Fie R ∈ Rs(εL). Atunci R este ı̂nchisă ı̂n raport cu (Mf ◦ (εL))-subobiecte.

2. Fie L o subcategorie c-reflectivă. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

- R ∈ Rs(εL).

- R ∈ R şi R este ı̂nchisă ı̂n raport cu Ī-subobiecte, unde

(P̄(L), J̄ (L)) = (P̄ , Ī) = ((Mf ◦ (εL))q,Mf ◦ (εL)).

- R este o subcategorie P̄-reflectivă.

3. Fie L o subcategorie c-reflectivă. Atunci Rs(εL) = R(P̄).

4. R(Mp) = R(E ′p), unde

(E ′p,M′
u) = ((Mf ◦ (εS))q,Mf ◦ (εS)).

5. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

- Γ ∈ R(Mp).

- Γ ∈ R şi Γ este ı̂nchisă ı̂n raport cu M′
u-subobiecte.

- Γ este o subcategrie E ′p-reflectivă. ↑
12.5.7. Un element L ∈ R ne conduce la structura de factorizare (εL, (εL)⊥) şi la clasele

R(εL) şi R((εL)⊥), unde

R(εL) = {T ∈ R|L ⊂ T }.

Propoziţie. Fie T ∈ R(εL), H ∈ R((εL)⊥), şi R = T ∗sr H. Atunci R este ı̂nchisă ı̂n

raport cu (εL)-subobiecte.

↓ Fie A ∈ |R|, b : X → A ∈ εL, şi tX : X → tX şi tA : A → tA T -replicile obiectelor

respective. Atunci

tA · b = t(b) · tX . (1)

Mai departe, fie htX : tX → htX H-replica lui tX. Deoarece tA ∈ |H|, rezultă că

t(b) = f · tX (2)

pentru un f.
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Avem tA, b ∈ εL. Deci tX , t(b) · tX ∈ εL. Deoarece clasa εL este a-coereditară, rezultă că

t(b) ∈ εL, şi din egalitatea (2), deducem că htX ∈ εL. Astfel htX ∈ εL∩ (εL)⊥ = Iso. Deci tX,

şi cu el X, aparţin subcategoriei R. ↑
12.5.8. Corolar. 1. Fie L ∈ R(Eu). Atunci orice T ∈ Rs

fg(εL) este ı̂nchisă ı̂n raport cu

(εS)-subobiecte.

2. Fie L ∈ Rc. Atunci Rs
fg(εL) ⊂ Rs(εS). ↑

Figura 12.5.3

12.5.9. Propoziţie. Fie L ∈ R, şi Γ ∈ R(I ′′(L)). Atunci Γ ∈ Rs(εL).

↓ Fie A ∈ |Γ|, b : X → A ∈ εL, iar gX : X → gX Γ-replica lui X. Atunci

b = f · gX (1)

pentru un f. Se verifică că gX ∈ εL ∩ I ′′(L) = Iso. ↑
12.5.10. Corolar. Fie L ∈ R(Eu), şi Γ ∈ R(Mp). Atunci Γ ∈ Rs(εL). ↑
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12.5.11. Remarcă. Faptul că Γ0 ∈ Rs(εS) este bine ştiut (vezi [R, R, 1964], cap. VI,

Propoziţia 5). Fie E un spaţiu local convex complet. Atunci E este complet ı̂n orice topologie

mai fină, dar compatibilă cu aceeaşi dualitate.

12.5.12. În continuare se fixează o subcategorie reflectivă L şi structura de factorizare

(P ′′, I ′′) = (P ′′(L), I ′′(L)).

Fie R ∈ R. (P ′′, I ′′)-factorizarea functorului reflector r : C2V → R ne conduce la subcate-

goria reflectivă B = B(R) = SI′′(R) şi laticea Ḡ(R) cu cel mai mic element R şi cel mai mare

element A′′(R) = λR(B) (vezi 10.3).

Examinăm următoarele condiţii pentru subcategoria R ı̂n raport cu subcategoria L şi o sub-

categorie coreflectivă K.
1. R ∈ Rs(εL).

2. Există o (P ′′(L), I ′′(L))-pereche de subcategorii reflective (T ,F) a categoriei C2V astfel

ı̂ncât R = T ∗sr F .
3. Există un element Γ ∈ Ḡ(R) astfel ı̂ncât R = B(R) ∗sr Γ.

4. Pentru orice element Γ ∈ Ḡ(R) este adevărată egalitatea R = B(R) ∗sr Γ.

În plus, dacă K este o subcategorie coreflectivă, atunci examinăm şi condiţiile:

5. Există un element Γ ∈ Ḡ(R) astfel ı̂ncât subcategoria B(R) posedă proprietatea (SR) ı̂n

raport cu x-functorul t : C2V → C2V generat de subcategoria reflectivă Γ şi cea coreflecrivă K.
6. Pentru orice element Γ ∈ Ḡ(R) subcategoria B(R) posedă proprietatea (SR) ı̂n raport

cu x-functorul t : C2V → C2V generat de subcategoria reflectivă Γ şi cea coreflectivă K.
7. R = K ∗d R.
8. Există un element Γ ∈ Ḡ(R) astfel ı̂ncât R = K ∗d (L ∩ Γ).

9. Pentru orice element Γ ∈ Ḡ(R) este adevărată egalitatea R = K ∗d (L ∩ Γ).

Teoremă. A. Condiţiile 1-4 sunt echivalente. În plus, 6⇒ 5 şi 9⇒ 8.

B. Fie εL ⊂ µK. Atunci 5⇒ 6⇒ 1.

C. Fie µK ⊂ εL. Atunci 1⇒ 6, 1⇔ 7, 1⇔ 9.

↓ Pentru orice element Γ ∈ Ḡ(R) (B,Γ) este o (P ′′, I ′′)-pereche de subcategorii, Astfel

implicaţiile 3⇒ 2, 4⇒ 3, 6⇒ 5 şi 9⇒ 8 sunt evidente.

2⇒ 1. Fie A ∈ |R|, şi b : X → A ∈ εL. Examinăm T -replicile acestor obiecte tX : X → tX

şi tA : A→ tA.

Deoarece R = T ∗sr F , deducem că tA ∈ |F|. Fie f tX : tX → ftX F -replica obiectului

respectiv. Atunci

tA · b = t(b) · tX (1)
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pentru un morfism u, şi

t(b) = v · f tX (2)

pentru un morfism v. Din aceste egalităţi rezultă egalitatea

tA · b = v · f tX · tX , (3)

unde tA · b ∈Mu, şi f tX · tX este un epi. Deoarece clasaMu este Epi-coereditară, conchidem că

v ∈Mu. Mai departe tA ·b ∈ P ′′. Deci v ·f tX · tX ∈ P ′′, şi v ∈Mu. Clasa P ′′ esteMu-ereditară.

Astfel f tX · fX ∈ P ′′. Deci f tX ∈ P ′′. Pe de altă parte, f tX ∈ I ′′, de unde rezultă că f tX ∈ Iso,
şi tX ∈ |F|. Deci X ∈ |T ∗sr F| = |R|.
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1⇒ 4. R ⊂ B(R) ∗sr Γ. Fie R ∈ Rs(εL), şi Γ ∈ Ḡ(R) şi o să demonstrăm că R = B ∗sr Γ.

Avem R ⊂ B ∩ Γ ⊂ B ∗sr Γ.

B(R) ∗sr Γ ⊂ R. Fie X ∈ |B ∗sr Γ|. Examinăm (P ′′, I ′′)-factorizarea morfismului rX : X →
rX

rX = iX · bX . (4)

Deoarece X ∈ |B ∗sr Γ|, rezultă că bX ∈ |R|. Avem

bX ∈ P ′′ ∩Mu = ((εL) ◦ Ep) ∩Mu = εL ∩Mu = εL.

Astfel X este un (εL)-subobiect al obiectului bX ce aparţine subcategoriei R. În baza

ipotezei 1 deducem că X ∈ |R|.
5 ⇒ 6 (cu condiţia εL ⊂ µK). Fie Γ1 şi Γ2 două elemente ale laticei Ḡ(R). Atunci pentru

orice obiect al subcategoriei B Γ1- şi Γ2-replicile lui coincid. Aceasta ne permite să afirmăm că

x-functorii generaţi de perechile (K,Γ1) şi (K,Γ2) pe obiectele subcategoriei B coincid.

6⇒ 1. Fie A ∈ |R|, iar b : X → A ∈ εL. Deoarece A ∈ |R|, rezultă că kA = tA. Odată ce

kA = b · f (5)

pentru un morfism f, deducem că X ∈ |R|.
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1 ⇒ 6 (cu condiţia µK ⊂ εL). Să verificăm că subcategoria R verifică condiţia (tSR).

Într-adevăr, fie A ∈ |R|, b : X → A ∈ Eu ∩Mono şi

tA = b · f (6)

pentru un morfism f. Deoarece A ∈ |R|, rezultă că tA = kA, şi din egalitatea scrisă, rezultă că

b ∈ µK ⊂ εL. Deci X ∈ |R|.
1⇔ 7. Deoarece R = B ∩ Γ echivalenta condiţiilor date rezultă din Teorema 11.1.11.

1⇔ 3. Deoarece R ⊂ L ⊂ B, şi R ⊂ Γ, rezultă că

R ⊂ R∩ Γ ⊂ L ∩ Γ ⊂ B ∩ Γ = R. ↑

12.5.13. Fie R,L ∈ R şi R ∈ Rs(εL) conform p.3 din Teorema precedentă

R = B(R) ∗sr Γ.

Atunci R ∈ Rs
f (εB(R)). Dacă repetăm construcţia perechii (R,L) pentru perechea (R,B(R))

nu obţinem nimic nou, deoarece penru orice obiect X al categoriei C2V (P ′′(L), I ′′(L)) şi

(P ′′(B(R)), I ′′(B(R))-factorizările morfismului rX : X → rX coincid.

12.5.14. Exemple. Fie R ∈ R(Eu), şi Γ ∈ R(Mp). Atunci R ∈ Rs(εΓ), şi Γ ∈ Rs(εR)

(Teorema 12.4.1 p.4, cazul structurii de factorizare (Eu,Mp)).

1. Examinăm structura de factorizare (P ′′I ′′) = (P ′′(R), I ′′(R)). Deoarece P ′′ = (εR)◦Ep ⊂
Eu, rezultă că B(Γ) = C2V , şi {Γ} = Ḡ(Γ). Deci avem cazul trivial Γ = C2V ∗sr Γ.

2. Examinăm structura de factorizare (P ′′, I ′′) = (P ′′(Γ), I ′′(Γ)). Deci B(R) = C2V , şi

{R} = Ḡ(R). La fel avem cazul trivial R = C2V ∗sr R.
3. Fie L ∈ R(Eu). Atunci Π ∈ Rs(εL). Dacă L = C2V , atunci {Π} = Ḡ(Π).

4. Dacă L = S, atunci Γ0 ∈ Ḡ(Π).

12.5.15. O pereche (K,L) de subcategorii conjugate ne conduce la structura de factorizare

(Ē(K),M̄(K)) = ((Mf ◦ (µK))q,Mf ◦ (µK))

(vezi 9.3).

Notaţii. Fie L,R ∈ R, atunci Lρ(R,L) este clasa tuturor structurilor de factorizare (P , I)

cu proprietatea, că R este o subcategorie P-reflectivă, şi L o subcategorie I-reflectivă. Nu se

exclude, ca această clasă să fie vidă.

12.5.16. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rs(εL).

2. R = K ∗d R.
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3. Pentru orice subcategorie coreflectivă T a categoriei C2V cu proprietatea K ⊂ T rezultă

că R = T ∗d R.
4. Subcategoria R verifică condiţia (SR) ı̂n raport cu functorul k : C2V → K.
5. Subcategoria R verifică condiţia (SR) ı̂n raport cu orice x-functor t : C2V cu proprietatea

k ≤ t.

6. Lρ(R,L) 6= ∅.
7. R este o subcategorie Ē(K)-reflectivă.

8. Subcategoria R este ı̂nchisă ı̂n raport cu M̄(K)-subobiecte.

↓ 1⇔ 2⇔ 3. În virtutea Teoremei 11.1.11.

1⇒ 4⇒ 5⇒ 1. Evident.

1 ⇒ 6. Fie R ∈ Rs(εL). Atunci R este ı̂nchisă ı̂n raport cu (εL)-subobiecte, deci ea este

ı̂nchisă ı̂n raport cu (Mf ◦ (εL))-subobiecte. Dar Mf ◦ (εL) =Mf ◦ (µK) = M̄(K). Astfel R
este o subcategorie Ē(K)-reflectivă, şi L o subcategorie M̄(K)-reflectivă. Deci (Ē(K),M̄(K)) ∈
Lρ(R,L).

6 ⇒ 1. Fie (P , I) ∈ Lρ(R,L). Deci clasele µK şi Mf se includ ı̂n clasa I, sau M̄(K) ⊂ I.
Astfel subcategoria R este ı̂nchisă ı̂n raport cu (µK) = (εL)-subobiecte.

1⇔ 7⇔ 8. Evident. ↑
12.5.17. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc, T ∈ K,K ⊂ T şiR ∈ Rs(εL). Atunci T ∩R ∈ R(T ). ↑
12.5.18. Exerciţii. 1. Fie Γ ∈ R(Mp), şi E = (εΓ)x. Atunci subcategoria Γ este ı̂nchisă

ı̂n raport cu E-subobiecte.

2. Examinăm următoarele condiţii pentru L,R ∈ R :

a) εL ⊂ I ′(R).

b) R ∈ Rs(εL).

Atunci a⇒ b. Dacă L ∈ Rc, atunci b⇔ a.

3. Fie L,R ∈ R şi εL ∩ εR = Iso. Atunci R ∈ Rs(εL).

4. Fie L ∈ Rc. Atunci ((εL)q,Mf ◦ (εL)) ∈ B şi Rs(εL) ⊂ R((εL)q).

12.5.19. Probleme. Fie L ∈ R(Eu), (P ′′, I ′′) = (P ′′(L), I ′′(L)). Examinăm subcategoria

B(Π) = L şi clasa Ḡ(Π).

1. Dacă L 6= C2V , atunci clasa G(Π) se reduce la un singur element?

2. Să se descrie cel mai mare element A′′(Π) al clasei Ḡ(Π).
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12.6. Clasa Rf(εL)

12.6.1. Teoremă. Fie R,L ∈ R. Examinăm următoarele condiţii:

1. R ∈ Rf (εL).

2. R ⊂ L ∗sr R.
3. Pentru orice morfism b : X → Y ∈ εL pătratul r(b) · rX = rY · b este cocartezian.

4. Clasa I ′(R) este (εL)-coereditară.

5. Există un element (E ,M) ∈ Lρ(R), astfel ı̂ncât clasa M este (εL)-coereditară.

6. r(εL) ⊂ εL.
Atunci 2⇒ 1⇔ 3, 4⇒ 5⇒ 1 şi 3⇒ 6.

Dacă L este o subcategorie c-reflectivă, atunci condiţiile 1, 3-5 sunt echivalente.

Dacă R ∈ Rs(εL), atunci 6⇒ 3.

4 2 31

5 6

Figura 12.6.1

↓ 1 ⇒ 2. Fie R ∈ Rf (εL), A ∈ |R|, iar lA : A → lA L-replica lui A. Atunci lA ∈ |R|, şi

A ∈ |L ∗sr R|.
↓ 1⇒ 3. Fie b : X → Y ∈ εL şi examinăm pătratul

r(b) · rX = rY · b. (1)

Pe morfismele b şi rX construim pătratul cocartezian

u · rX = v · b. (2)

Atunci

r(b) = t · u, (3)

rY = t · v (4)

pentru un morfism t. Deoarece b ∈ εL, rezultă că şi u ∈ εL. Deci P ∈ |R|. Astfel

v = w · rX (5)

pentru un morfism w. Se verifică că t = w−1.

3⇒ 1. Fie A ∈ |R| şi b : A→ X ∈ εL. Atunci pătratul (1) are forma
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rX · b = r(b) · 1A (6)

Deci rX este un izomorfism, şi X ∈ |R|.
4⇒ 5. Evident.

5 ⇒ 1. Fie A ∈ |R| şi b : A → X ∈ εL. Atunci Π-replcia obiectului A aparţine clasei

M : πA : A→ πA ∈M. Deoarece πA este un obiect Mu-injectiv, şi b ∈Mu, deducem, că

πA = f · b. (7)

În egalitatea scrisă πA ∈M şi b ∈ εL. Deci f ∈M, şi X ∈ |R|.
3⇒ 6. Deoarece clasa εL este stabilă la dreapta.

1 ⇒ 4 (cu condiţia că L ∈ Rc). Fie m · b ∈ I ′(R), unde b ∈ εL. Trebuie de demonstrat că

m ∈ I ′(R), adică pentru orice obiect A al categoriei C2V rA ⊥ m. Într-adevăr fie

m · f = g · rA. (8)

Construim pătratele carteziene:

pe morfismele m şi g

m · g′ = g ·m′, (9)

pe morfismele b şi g′

b · g′′ = g′ · b′. (10)

Atunci

(m · b) · g′′ = g · (m′ · b′) (11)

este pătratul cartezian construit pe morfismele m·b şi g. Avem m·b ∈ I ′(R). Deci m′·b′ ∈ I ′(R).

Deoarece subcategoria R este ı̂nchisă ı̂n raport cu I ′(R)-subobiecte, deducem că P2 ∈ |R|.
Conform ipotezei 1 şi faptului, că b′ ∈ εL, conchidem că P1 ∈ |R|.

Din egalitatea (8) şi faptul că (6) este un pătrat cartezian, rezultă că există un morfism

t : A→ P1 ce verifică egalităţile:

f = g′ · t, (12)

rA = m′ · t. (13)
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Atunci există un morfism s : rA→ P1, astfel ı̂ncât

t = s · rA. (14)

Avem

g′ · s · rA = (din (14)) = g′ · t = (din(12)) = f,

i.e.

g′ · s · rA = f. (15)

Mai departe, m · b este un mono, şi b ∈ Eu. Deci m de asemenea este un mono. Astfel am

demonstrat că rA ⊥ m, adică clasa I ′(R) este (εL)-coereditară.

6 ⇒ 3 (cu condiţia că R ∈ Rs(εL)). Fie b : X → Y ∈ εL şi examinăm pătratul (1). Pe

morfismele b şi rX construim pătratul cocartezian (2). Atunci există un morfism t, care verifică

egalităţile (3) şi (4). Deoarece u ∈ εL şi r(b) ∈ εL (condiţia 5), din egalitatea (3) deducem că

t ∈ εL. În baza ipotezei R ∈ Rs(εL), rezultă că P ∈ |R|. Astfel t este un izomorfism. ↑
12.6.2. Corolar. 1. Fie L ∈ Rc, şi R ∈ R. Clasa I ′(R) este (εL)-coereditară atunci şi

numai atunci, când R ∈ Rf (εL).

1*. Fie K ∈ Kc şi T ∈ K. Clasa E ′′(T ) este (µK)-ereditară atunci ş numai atunci, când

T ∈ Ks(µK).

2. În categoria C2V pentru orice L ∈ Rc există o clasa de structuri de factorizare cu clasa

de injecţii (εL)-coereditară:

{(P ′(R), I ′(R))|R ∈ Rf (εL)}.

2*. În categoria C2V pentru orice K ∈ Kc există o clasă de structuri de factorizare cu clasa

de proiecţii (µK)-ereditară:

{(E ′′(T ),M′′(T ))|T ∈ Ks(µK)}.

3. R ∈ Rf (εS) atunci şi numai atunci când clasa J ′(R) este Eu-coereditară. ↑
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12.6.3. Propoziţie. Fie (K,L) ∈ Rc, şi R ∈ R. Atunci următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. R ∈ Rf (εL).

2. R = λR(K).

↓ 1⇒ 2. R ⊂ λR(K). Evident.

λR(K) ⊂ R. Fie A ∈ |λR(K)|, kA : kA→ A K-coreplica lui A, şi rkA : kA→ rkA R-replica

lui kA. Atunci

kA = f · rkA (1)

pentru un f. Deoarece rkA ∈ Epi, rezultă că f ∈ Mu. Deci f ∈ µK. Astfel f ∈ µK = εL.
Ţinând cont că R ∈ Rf (εL), deducem că A ∈ |R|.

2⇒ 1. Fie A ∈ |R|, b : A→ X ∈ εL, B ∈ |K|, rB : B → rB R-replica lui B, şi f : B → X.

Atunci

f = b · g (2)

pentru un morfism g. Deoarece A ∈ |R|, avem

g = h · rB (3)

pentru un h. Atunci

f = (b · h) · rB. (4)

Deci X ∈ |λR(K)|. ↑
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12.6.4. Exerciţii. 1. Fie L,R ∈ R şi clasa I ′′(R) (εL)-coereditară. Atunci R ∈ Rf (εL).

2. Fie L,R ∈ R, (E ,M) ∈ Lρ(R) şi clasa M este (εL)-coereditară. Atunci R ∈ Rf (εL).

12.7. Clasa Rs
f(εL).

12.7.1. Exerciţii. Fie L,R ∈ R. Notăm

U = L ∨R, F = L ∩R.

Sunt adevărate următoarele incluziuni:
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1. F ⊂ R ⊂ λR(U).

2. Fie T ∈ R şi L ⊂ T . Atunci λR(T ) ⊂ λR(L).

3. F ⊂ λF(U) ⊂ λR(U).

4. F ⊂ λF(U) ⊂ λF(L) ⊂ λR(L).

5. F ⊂ λF(U) ⊂ λF(R).

6. F ⊂ L ⊂ λL(U) ⊂ λL(R).

7. F ⊂ λF(U) ⊂ λL(U) ⊂ λL(R).

8. Fie R ∈ Rf (εL). Atunci λF(R) ⊂ λL(R).

9. Fie T ⊂ R şi λF(U) ⊂ T ⊂ λF(R). Atunci T ∩ λR(U) = λF(U). În particular,

λF(R) ∩ λR(U) = λL(U) ∩ λR(U) = λF(U).

12.7.2. Prezentăm schematic relaţiile ı̂ntre subcategoriile menţionate mai sus ı̂n cazul când

R ∈ Rf (εL).

Figura 12.7.1

12.7.3. Teoremă. Fie L,R ∈ R, şi F = L ∩R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rs
f (εL).

2. R ∈ Rs(εL) şi l(R) = F .
3. R ∈ Rs(εL) şi l(R) ⊂ R.
4. Clasa J ′(R) este (εL)-coereditară şi pentru orice morfism b : X → Y ∈ εL pătratul

r(b) · rX = rY · b
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este cocartezian.

↓ 1⇒ 2⇒ 3. Evident.

3 ⇒ 1. Fie A ∈ |R| şi b : A → X ∈ εL. Dacă lX : X → lX este L-replica obiectului X,

atunci lX · b este L-replica obiectului A. Deci lX ∈ |R|. Atunci X ∈ |R|, deoarece R ∈ Rs(εL).

2⇔ 4. Conform Teoremei 14.3.1 p.5. ↑
12.7.4. Lemă. Fie B,L,R ∈ R,R ∈ Rs

f (εL) şi L ⊂ B. Atunci R = Rs
f (εB).

↓ Condiţia L ⊂ B este echivalentă cu condiţia εB ⊂ εL. ↑
12.7.5. Propoziţie. Fie L,R, T ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R = L ∗sr T .
2. R = L ∗sr λT (L).

3. R = L ∗sr (L ∩ T ).

↓ 1⇒ 2.R ⊂ L ∗sr λT (L). Fie A ∈ |R|, şi lA : A→ lA L-replica acestui obiect. În virtutea

condiţiei ı̂ntâi, deducem că lA ∈ |T |. Rămâne de amintit că T ⊂ λT (L).

L∗srλT (L) ⊂ R. Fie A ∈ |L∗srλT (L)|, şi lA : A→ lA L-replica lui. Atunci lA ∈ |λT (L)∩L|.
Deci lA ∈ |T |, şi A ∈ |R|.

2 ⇒ 3. R ⊂ L ∗sr (L ∩ T ). Fie A ∈ |L ∗sr (L ∩ T |, şi lA : A → lA L-replica lui. Atunci

lA ⊂ |L ∩ T | ⊂ |λT (L). În virtutea condiţiei a doua A ∈ |R|.
L ∗sr (L ∩ T ) ⊂ R. Fie X ∈ |L ∗sr (L ∩ T )| şi lX : X → lX L-replica lui X. Atunci

lX ∈ |L ∩ T |, sau lX ∈ |T |. Deci lX ∈ |λT (L)| şi X ∈ |R| conform p.2.

3⇒ 1. R ⊂ L ∗sr T . Evident.

L ∗sr T ⊂ R. Fie A ∈ |L ∗sr T |, şi lA : A → lA L-replica lui. Atunci lA ∈ |L ∩ T |. Deci

A ∈ |R|. ↑
12.7.6. Fie (K,L) ∈ Pc, şi Γ ∈ R(I ′′(L)). Atunci Γ ∈ Rs(εL) (Propoziţia 6.5.6), şiQεL(Γ) ∈

Rs
f (εL).

Propoziţie. Fie (K,L) ∈ Pc, şi Γ ∈ R(I ′′(L)). Atunci:

1. A ∈ |QεL(Γ)| ⇔ kA ∈ |Γ|.
2. QεL(Γ) = λΓ(K).

↓ 1. Fie A ∈ |QεL(Γ)|, şi kA : kA→ A K-coreplica lui A. Există B ∈ |Γ| şi b : B → A ∈ εL.
Atunci

kA = b · f (1)

pentru un f. Deoarece b ∈ εL = µK, rezultă că f ∈ εL şi kA ∈ |Γ|. Astfel am verificat că

A ∈ |QεL(Γ)| ⇒ kA ∈ |Γ|. Afirmaţia reciprocă este evidentă.

2. QεL(Γ) ⊂ λΓ(K). Fie A ∈ |Γ|, b : A → X ∈ εL, B ∈ |K|, gB : B → gB Γ-replica lui B,

şi f : B → X ∈ C2V . Trebuie să arătăm că f se prelungeşte prin gB. Deoarece B ∈ |K|, iar
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b ∈ εL = µK, rezultă că

f = b · h (2)

pentru un h. A ∈ |Γ|, deci

h = t · gB (3)

pentru un h. Atunci

f = (b · f) · gB. (4)

λΓ(K) ⊂ QεL(Γ). Fie A ∈ |λΓ(K)|, kA : kA → A K-coreplica lui A, şi gkA : kA → gkA Γ-

replica lui kA. Atunci

kA = u · gkA (5)

pentru un u. Avem gkA ∈ Epi, deci u ∈Mu, sau u ∈ µK. De unde rezultă că gkA ∈ µK. Avem

gkA ∈ µK ∩ I ′′(L) = εL ∩ I ′′(L) = Iso. Astfel kA ∈ |Γ|, şi A ∈ |QεL(Γ)|.
12.7.7. Propoziţie. Fie (K,L) ∈ Pc, şi Γ ∈ R(I ′′(L)). Atunci următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. Γ ∈ Rs
f (εL).

2. Γ = λΓ(K).

↓ 1⇒ 2. Fie Γ ∈ R(I ′(L)) ∩ Rs
f (εL). O să verificăm că Γ = λΓ(K).

Γ ⊂ λΓ(K). Evident.

λΓ(K) ⊂ Γ. În virtutea Teoremei 10.3.13 λΓ(K) = QεL(Γ) = Γ.

2⇒ 1. În virtutea Teoremei 10.3.9 Γ ∈ Rf (εL), şi a Propoziţiei 6.5.9 Γ ∈ Rs(εL). ↑
12.7.8. Fie (P , I) o structură de factorizare ı̂n categoria C2V , şi R o subcategorie reflectivă.

Astfel, (P , I)-factorizarea functorului reflector r : C2V → R generează subcategoria P-reflectivă

B = B(R) (vezi 7.3.1) şi laticea Ḡ(R). Fie Γ ∈ Ḡ(R).

Examinăm următoarele condiţii:

A. R = B ×sr Γ.

B. Există o (P , I)-pereche de subcategorii reflective L şi T a categoriei C2V , astfel ı̂ncât

R = L ×sr T .
C. Subcategoria R este ı̂nchisă ı̂n raport cu (P ∩Mu)-subobiecte.

D. Subcategoria R verifică condiţia (SR) ı̂n raport cu functorul m : C2V → M̃.

E. Subcategoria B = B(L) verifică condiţia (SR) ı̂n raport cu x-functorul t : C2V → C2V ,
generat de subcategoria reflectivă Γ ∈ Ḡ(R) şi cea coreflectivă M̃ a spaţiilor cu topologie

Mackey.

Lema. 1. Fie R ∈ R, B = B(R) şi Γ ∈ Ḡ(R). Atunci

R ⊂ B ×sr Γ.
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2. Pentru obiectele subcategoriei R condiţia (SRm) coincide cu condiţia (SRt). ↑
12.7.9. Teorema. Sunt adevărate următoarele aplicaţii:

1. C ⇒ A⇒ B.

2. Fie clasa P Mu-ereditară. Atunci B ⇒ C

3. Fie clasa P ⊂ Eu. Atunci E ⇒ D ⇒ C.

4. Fie clasa I stabilă la dreapta. Atunci D ⇒ E.
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Figura 12.7.2

↓ Vom demonstra implicaţiile ı̂n baza ipotezelor respective.

A⇒ B. Evident.

C ⇒ A. Deoarece R ⊂ B∩Γ, deducem că R ⊂ B×sr Γ. Demonstrăm incluziunea reciprocă.

Fie că X ∈ |B ×sr Γ|. Atunci bX : X → bX ∈ (P ∩Mu), şi bX ∈ |Γ|. Deci bX ∈ |R|. Astfel X

este un (P ∩Mu)-subobiecte al obiectului bX ∈ |R|. Deci X ∈ |R|.
B ⇒ C. Fie f : Y → X ∈ (P ∩ Mu) şi X ∈ |R|. Examinăm L-replicile obiectelor X

şi Y : lX : X → lX şi lY : Y → lY. Fie tlY : lY → tlY T -replica obiectului lY. Atunci

lX ∈ P , tlY ∈ I. Deoarece X ∈ |R|, deducem că lX ∈ |T |. Aşadar,

lX · f = l(f) · lY (1)

şi

l(f) = h · tlY (2)

pentru un morfism h. Deoarece

h · tlY · lY = lX · f ∈Mu, (3)
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iar tlY · lY ∈ Epi şi clasa Mu este Epi-coereditară, rezultă că h ∈ Mu. În egalitatea (3)

lX · l(f) ∈ (P ∩Mu), adică h · tlY · lY ∈ P şi h ∈ Mu. În baza ipotezei, clasa P este Mu-

ereditară. Deci, tlY · lY ∈ P . De unde rezultă că tlY ∈ P . Ulterior, tlY ∈ (P ∩I) = Iso. Aşadar,

lY ∈ |T |. Deci, Y ∈ |R|.
E ⇒ D. În baza Lemei 12.7.8.

D ⇒ C. Este evident că (P ∩Mu) ⊂ (Eu ∩Mu).

D ⇒ E. Fie X ∈ |B|. Construim obiectul tX. Fie gX : X → gX Γ-replica, mgX : mgX →
gX M̃-coreplica obiectului gX, şi

gX · tX = mgX · uX (4)

pătratul cartezian construit pe morfismele gX şi mgX . Fie f : Y → X un mono, astfel ı̂ncât

tX = f · g (5)

pentru un morfism g. Trebuie să demonstrăm că Y ∈ |B|. Pe morfismele uX şi g construim

pătratul cocartezian

u′ · g = g′ · uX (6)

tX

?

tX

X -

- mgX
uX

Y u′ T

hf

g′g ��

��	

@
@
@R

�
�
�	

@@

@@R

-

gX
?

gX

mgX

Figura 12.7.3

Cum am menţionat, uX ∈ I. În continuare, avem

mgX = h · g′, (7)

gX · f = h · u′ (8)

pentru un morfism h. În pătratul cocartezian (6), uX ∈ I, iar clasa I este stabilă la dreapta.

Deci şi u′ ∈ I. De asemenea, g ∈ Eu ∩Mu, de unde rezultă că şi g′ ∈ Eu ∩Mu. În acest caz

putem spune că şi h ∈ Eu∩Mu. Conform ipotezei, X ∈ |B|. Deci Γ-replica lui este şi R-replica.
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Aşadar, gX ∈ |R|. Atunci şi T ∈ |R| ⊂ |B|, şi Y ca un I-subobiect al obiectului T, aparţine

subcategoriei B. ↑
12.7.10. Teoremă. În cazul când (P , I) = (Eu,Mp) condiţiile A− E sunt echivalente.

↓ Clasa Eu este Mp-ereditară (implicaţiile B ⇒ C), iar clasa Mp este stabilă la dreapta

(implicaţia D ⇒ C). Celelalte cazuri sunt evidente. ↑
12.7.11. Propoziţie. Fie (P , I) o structură de factorizare cu clasă de proiecţii P Mu-

ereditară, R ∈ Rs(P ∩Mu) şi L = SI(R). Atunci R ∈ Rs
f (εL).

↓ DeoareceR ⊂ L, rezultă că εL ⊂ εR şi deciR este ı̂nchisă ı̂n raport cu (εL)-factorobiecte.

Mai departe, εL ⊂ P ∩Mu astfel R este ı̂nchisă ı̂n raport cu L şi (εL)-subobiecte. ↑
12.7.12. Corolar. Fie R ∈ Rs(εS), şi L = SMp(R). Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. R ∈ Rs
f (εL).

2. R = L ∗sr (R∨ Γ0).

3. Fie T ∈ R şi R ⊂ T ⊂ λR(L). Atunci R = L ∗sr T . ↑
12.7.13. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, R ∈ Rf (εL) şi r(K) ⊂ K.
Atunci L ∗sr R = λR(K).

↓ L ∗sr R ⊂ λR(K). Fie A ∈ |L ∗sr R|. Într-adevăr, fie Z ∈ |K|, rZ : Z → rZ R-replica lui

Z şi f : Z → A ∈ C2V . Atunci

lA · f = h · rZ (1)

pentru un h. Deoarece lA ∈ εL = µK conchidem că

h = lA · u (2)

pentru un u. Se verifică că

f = u · rZ . (3)

λR(K) ⊂ L ∗sr R. Fie A ∈ |λR(K|, şi kA : kA→ A şi rkA : kA→ rkA K-coreplica şi R-replica

obiectelor respective. Atunci

kA = v · rkA, (4)

iar

v = kA · w (5)

deoarece rkA ∈ |K|. Atunci

rkA = w−1, (6)

şi kA ∈ |R|. Deoarece lA · kA este L-replica lui kA şi R ∈ Rf (εL), deducem că lA ∈ |R|. ↑
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12.7.14. Fie R ∈ R şi (E ,M) ∈ B. Notăm B = SEpi∩M(R) şi T = λR(B). Dacă X ∈ |C2V|,
rX : X → rX R-replica lui X şi

rX = mX · bX (1)

(E ,M)-factorizarea lui rX , atunci mX ∈ Epi ∩ M, bX : X → bX este B-replica lui X şi

mX : bX → rX este R-replica lui bX.

X bX rX-bX -rX

Astfel B, T ∈ R,R = B ∩ T şi dacă bX ∈ |R|, atunci rX = bX .

Propoziţie. Fie R ∈ Rs
f (εL), (E ,M) ∈ B şi E ∩ (εR) ⊂ εL. Atunci R = B ∗sr T .

↓ R ⊂ B ∗sr T . Fie A ∈ |R|. Atunci A ∈ |B ∩ T | ⊂ |B ∗sr T |.
B ∗sr T ⊂ R. Fie A ∈ |B ∗sr T | şi bA : A→ bA B-replica lui A. Atunci bA ∈ |B ∩ T | = |R|.

Deoarece bA ∈ E ∩ (εR) ⊂ εL şi R ∈ Rs(εL), rezultă că A ∈ |R|. ↑
Corolar. Fie R ∈ Rs

f (εS), (E ,M) = (Eu,Mp),B = SEpi∩Mp(R), T = λR(B). Atunci

B ∈ R(Eu), T ∈ R(Mp) şi R = B ∗sr T . ↑
12.7.15. Exerciţii. 1. Fie R,L ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) pentru orice b : X → Y ∈ εL pătratul

r(b) · rX = rY · b (1)

este cocartezian;

b) R ∈ Rf (εL).

2. Fie R,L ∈ R. Examinăm următoarele condiţii:

a) pentru orice b : X → Y ∈ εL pătratul (1) este cartezian;

b) pentru orice Y ∈ |R| şi orice b : X → Y ∈ εL pătratul (1) este cocartezian;

c) R ∈ Rs(εL).

Atunci a⇒ b⇔ c.

3. Fie R ∈ R, (E ,M) ∈ Lρ(R),Γ ∈ R(M), şi clasa M este Epi-coereditară. Atunci

R ∈ Rs
f (εΓ).

4. Fie R ∈ Rs
f (εL), şi t : C2V → L ∩R functorul reflector. Atunci t = l · r = l · r · l.

12.7.16. Exerciţii. Fie B ∈ Bic,V = SB(S),K = λ∗(B),L = λ(B), (P , I) = (Eu∩B>,Mp◦
B), şi Γ̄0 = L ∩ Γ0.

1. V ∈ Rs
f (εL).

2. V = L ∗sr S.
3. Pentru H ∈ R şi S ⊂ H ⊂ V avem V = L ∗sr H.
4. Fie H ∈ R.V = L ∗sr H ⇔ L ∩H = S.
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5. V ∩ L ∩ Γ0 = Π.

6. V ∈ Rs
f (εΓ̄0).

7. V = Γ̄0 ∗sr Π. În particular, S = Γ0 ∗sr Π.

8. Fie (E, t) ∈ S, kE : (E, k(t)) → (E, t) K-coreplica, şi πE : (E, t) → ((F, π(t)) Π-

replica lui (E, t). Mai departe, fie (G, u) un spaţiu local convex pentru care există bimorfismele

f : (E, k(t))→ (G, u) şi g : (G, u)→ (F, π(t)) astfel ı̂ncât

πE · kE = g · f. (1)

Atunci (G, u) ∈ |V|.

(E, k(t)) (F, π(t))

(E, t)

�
�
�
��� @

@
@
@@R

@
@
@
@@R

�
�

�
��	

(G, u)

f g

kE πE

12.8. Grupoidul Rs
f(εL),L ∈ Rc

12.8.1. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R, T ∈ Rs
f (εL). Atunci λR(T ) ∈ Rs

f (εL).

↓ λR(T ) ∈ Rs(εL). Fie A ∈ |λR(T )|, b : X → A ∈ εL, B ∈ |T |, şi f : B → X. Trebuie să

demonstrăm că f se extinde prin rB : B → rB. Examinăm pătratul

rB · kB = krB · k(rB). (1)

Deoarece R ∈ Rf (εL), rB ∈ |R| şi krB ∈ µK = εL, rezultă că krB ∈ |R|, şi din faptul că

R ∈ Rf (εL), deducem că (1) este un pătrat cocartezian (Teorema 11.1.11). A ∈ |λR(T )|, deci

b · f = g · rB (2)

pentru un g. Avem krB ∈ |K| şi b ∈ εL = µK. Atunci

g · k(rB) = b · h (3)

pentru un h. Verificăm

b · f · kB = (din(2)) = g · rB · kB = (din(1)) = g · r(kB) · rkB = (din(3)) = b · h · rkB,
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i.e.

b · f · kB = b · h · k(rB), (4)

sau

f · kB = h · k(rB). (5)

Ţinând cont că (1) este pătrat cocartezian, obţinem:

f = w · rB, (6)

h = w · rkB, (7)
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kB h
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- krB
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k(rB)
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- A
b ∈ εL

w

?
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��
��

��
��

��
��) ?

krB

Figura 12.8.1

λR(T ) ∈ Rf (εL). Fie A ∈ |λR(T )|, b1 : A → Y ∈ εL, B ∈ |T |, şi f1 : B → Y. Mai departe,

fie kA : kA→ A K-coreplica lui A. Atunci b1 · kA este un K-coreplica lui Y, şi

f1 · kB = b1 · kA · g1 (8)

pentru un g1. Deoarece A ∈ |λR(T )| şi kB ∈ |T |, morfismul kA · g1 se extinde prin rkB :

kA · g1 = h1 · rkB. (9)

Avem

f1 · kB = (din(8)) = b1 · kA · g1 = (din(9)) = b1 · h1 · rkB,

i.e.

f1 · kB = (b1 · h1) · rkB. (10)

Deoarece (1) este un pătrat cocartezian (Corolarul 11.1.12), rezultă că

f1 = w1 · rB, (11)
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b1 · h1 = w1 · r(kB) (12)

pentru un morfism w1. ↑

kB

?

kB h1

f1

B

XXXXXXXXXXXXXXXXXXz

-

��

��

��

��

��

��

��

��	

-kY = kA

g1

kA

- rkB
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
���

rkB

A

rB

w1

- Y
b1

?

rB

?

r(kB)

Figura 12.8.2

12.8.2. Notaţii. Pentru (K,L) ∈ Pc ı̂n clasa Rs
f (εL) vom defini o operaţie binară ◦ :

R ◦ T = λR(T ).

12.8.3. Exemple. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R, T ∈ Rs
f (εL). Atunci:

1.R ◦ C2V = R.
2. C2V ◦ R = C2V . C2V este element unitate din dreapta.

3. Întotdeauna R ⊂ R ◦ T .
4. Dacă T ⊂ R, atunci R ◦ T = C2V .
5. Operaţia ◦ nu este comutativă.

6. Operaţia ◦ nu este asociativă:

(Π ◦ Π) ◦ Π = C2V ◦ Π = C2V ; Π ◦ (Π ◦ Π) = Π ◦ C2V = Π.

7. (R ◦ T ) ◦ R = C2V .
12.8.4. Exerciţii. Fie r : C2V → R un functor reflector

1. Pentru orice R ∈ R λΠ(R) ∈ Rs(S).

2. Dacă r(M̃) ⊂ M̃, atunci λΠ(R) ∈ Rs
f (εS).

3. Dacă Γ ∈ R(Mp), atunci λΠ(Γ) ∈ Rs
f (εS).

12.8.5.Exerciţii. 1. Fie L ∈ R(S). Atunci λΠ(L) ∈ R(Mp).

2. Fie L ∈ (R \ R(S)). Atunci λΠ(L) ⊂ Rs
f (εS) ∩ R(Eu,Mp).
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Figura 12.8.3

3. Fie (K,L) ∈ Pc şi R ∈ Rs
f (εL). Atunci λR(R) ∈ Rs(εL).

12.8.6. În virtutea Teoremei 12.2.7* putem formula rezultatele duale.

Teorema. Fie (K,L) ∈ Pc.
1. Dacă T ,H ∈ Ks

f (µK), atunci λ∗T (H) ∈ Ks
f (µK).

2. Ks
f (µK) este un grupoid cu operaţia binară T ◦ H = λ∗T (H).

3. Avem doi grupoizi Rs
f (εL) şi Ks

f (µK) egal cu Ks
f (εL). ↑

12.9. Subcategorii (c, g)-semireflexive, perechi de subcategorii

bisemireflexive şi TTR. Izomorfismul laticelor Rs
f(µP şi R(P),P ∈ Kp

12.9.1. Vom stabili următoarele condiţii şi notaţii.

1. P o subcategorie coreflectivă ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele: P ∈ Kp.

Atunci functorul coreflector p : C2V → P comută cu produsele (Teorema 6.1.9).

2. (K,L) o pereche de subcategorii conjugate: (K,L) ∈ Pc.
3. εL ⊂ µP .
Această condiţie este echivalentă cu µK ⊂ µP sau P ⊂ K.
4. Γ o subcategorie ı̂nchisă ı̂n raport cu (µP)-subobiecte: Γ ∈ Rs(µP).

Dacă M̃ ⊂ P , atunci SµP(Γ) este o subcategorie reflectivă şi SµP(Γ) ∈ Rs(µP) (Exerciţiul

6.4.9 p.1).

Dacă M̃ ⊂ P şi Γ0 ⊂ Γ, atunci Γ ∈ Rs(µP) (Propoziţia 6.5.9).

Dacă t0 : C2V → T on este functorul coreflector şi Γ ∈ R(Mp), atunci g(T on) ⊂ T on ([R,

R, 1964], Cap.V., Propoziţia 10).
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5. P(L,Γ) subcategoria plină a obiectelor A pentru care lpA ∈ |Γ|.
6. Notaţii. Fie T ∈ R, L ⊂ T şi H(T ) = {X ∈ |T | |pX ∈ εT }.
Fie F(T ) = {R ∈ R|rX = tX pentru ∀X ∈ |P|},
G(Γ) = {U ∈ R|utA = gtA pentru ∀X ∈ |P|},
T ′ = ∩{R|R ∈ F(T )}, T ′′ = λT (P),

Γ′ = ∩{U|U ∈ G(Γ)}, Γ′′ = λΓ{tpX |tpX ∈ |Γ|}.
Fie P ∈ K şi L ∈ R. Clasa tuturor perechilor (P ,L) pentru care εL ⊂ µP o vom nota-o

PME .
7. În p.13 al Teoremei o să examinăm condiţia

(∗) (E ,M) ∈ B şi E ∩Mu ⊂ µP .

Fie P ⊂ M̃. Atunci pentru orice (E ,M) ⊂ B, dacă Ep ⊂ E ⊂ Eu (Mp ⊂ M ⊂Mu) avem

E ∩Mu ⊂ Eu ∩Mu = µM̃ ⊂ µP .
Fie R ∈ R(Eu) şi P ⊂ M̃. Atunci P ′′(R) ∩Mu = εR ⊂ µM̃ ⊂ µP .
Fie L ⊂ R. Atunci P ′′(R) ∩Mu = εR ⊂ εL ⊂ µP .
Fie B = SM(R),Γ = λR(B).

Teoremă. 1. P(L,Γ) ∈ Rs
f (µP).

2. L ∗sr Γ ⊂ P(L,Γ) şi P(L,Γ) = QµP(P ∩ (L ∗sr Γ)).

3. Dacă Γ ∈ Rs
f (µP), atunci Γ = L ∗sr Γ = P(L,Γ).

4. Fie că functorul coreflector p : C2V → P şi cel reflector g : C2V → Γ comută (p · g = g ·p)
şi g(L) ⊂ L. Atunci Γ ⊂ P ∗d (L ∩ Γ) ⊂ P(L,Γ). Dacă, ı̂n plus, εL ∩ εΓ = Iso, atunci

P ∗d (L ∩ Γ) = P(L,Γ).

În particular, dacă Γ ∈ R(Mp) şi p · g = g · p, atunci Γ ⊂ P ∗d (L∩Γ) = P(L,Γ) ∈ R(Mp).

5. Fie Γ1 ∈ R şi Γ ⊂ Γ1 ⊂ λΓ(H(T )). Atunci P(T ,Γ) = P(T ,Γ1).

6. P(T ,Γ) ⊂ T ∗sr λΓ(H(T )).

7. Fie L ⊂ T ⊂ T1. Atunci P(T1,Γ) ⊂ P(T ,Γ).

8. Fie εΓ ⊥ εT . Atunci P(T ,Γ) = T ∗sr λΓ(H(T )) şi λΓ(H(T )) ∈ Rs(εT ). În particular,

P(T , λΓ(H(T ))) = T ∗sr λΓ(H(T )).

9. Fie εΓ ⊥ µP . Atunci P(T ,Γ) = T ∗sr λΓ(H(T )) şi λΓ(H(T )) ∈ Rs(µP).

10. F(T ) = {R ∈ R | T ′ ⊂ R ⊂ T ′′}.
11. G(Γ) = {U ∈ R | Γ′ ⊂ U ⊂ Γ′′}.
12. P(R,U) = P(T ,Γ) pentru orice R ∈ F(T ) şi U ∈ G(Γ).

13. Fie (E ,M) ∈ B şi E ∩M ⊂ µP . Mai departe, fie R ∈ R,B = SM(R) şi Γ = λR(B).

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:
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a) R ∈ Rs
f (µP));

b) R = P(B,Γ).

14. Fie R ∈ Rs
f (µP), F ∈ R(µP) şi Γ = λR(T ). Atunci R = P(F ,Γ).

În particular, pentru orice F ∈ R(Eu) şi R ∈ Rs
f (εS) avem R = M̃(T ,Γ), unde Γ = λR(F).

↓ 1. P(L,Γ) ∈ R. O să verificăm că P(L,Γ) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele şi Mf -

subobiecte. Fie {Xi | i ∈ I} o familie de obiecte a subcategoriei P(L,Γ). Atunci

lpΠXi = lΠpXi = ΠlpXi

prima egalitate scrisă ı̂n virtutea faptului că functorul p : C2V → P comută cu produsele

(ipoteza 1), a doua egalitate, deoarece S ⊂ L şi ı̂n acest caz functorul reflector l : C2V → L
comută cu produsele (Teorema 6.1.6). Astfel lpΠXi ∈ |Γ|.

Să verificăm că P(L,Γ) este ı̂nchisă ı̂n raport cu Mf -subobiecte. Fie A ∈ |P(L,Γ)| şi

i : X → A ∈Mf .

Examinăm următoarea diagramă comutativă formată din P-coreplici şi L-replici ale obiectelor

respective.

i · pX = pA · p(i) (1)

l(i) · lX = lA · i (2)

lp(i) · lpX = lpA · p(i) (3)

lX · pX = l(pX) · lpX , (4)

lA · pA = l(pA) · lpA, (5)

l(i) · l(pX) = l(pA) · lp(i). (6)

În plus, fie

l(i) · b = l(pA) · i1 (7)

pătratul cartezian construit pe morfismele l(i) şi l(pA). Din egalitatea (6) rezultă că

l(pX) = b · b1 (8)

lp(i) = i1 · b1 (9)

pentru un morfism b1.
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Deoarece εL ⊂ µK, rezultă că lX · pX : pX → lX este P-coreplica lui lX. În egalitatea (4)

lA, pA şi lpA sunt aplicaţii bijective. Deci şi l(pA) este la fel. Astfel b ∈ Eu ∩Mono. Deci b1 · lpX

este P-coreplica lui Z şi b1 ∈Mono, sau b1 ∈ µP .
Definitiv, lpA ∈ |Γ| şi i1 ∈ Mf . Deci Z ∈ |Γ|. b1 ∈ µP şi ı̂n virtutea ipotezei 4 lpX ∈ |Γ|

sau X ∈ |P(L,Γ)|.
P(L,Γ) ∈ Rs

f (µP). Condiţia P(L,Γ) ∈ Rf (µP) este evidentă.

Fie A ∈ |P(L,Γ)|, b : X → A ∈ µP şi pX : pX → X P-coreplica lui X. Atunci b · pX :

pX → A este P-coreplica lui A, şi lpX ∈ Γ. Deci X ∈ |P(L,Γ)|.
2. L ∗sr Γ ⊂ P(L,Γ). Fie A ∈ |L ∗sr Γ|. Atunci lA ∈ |Γ|. Examinăm următoarea diagramă

comutativă ı̂n care toate morfismele sunt bijecţii şi l(pA) · lpA, egal cu lA · pA, este P-coreplica

lui lA. Deci l(pA) ∈ µP şi lA ∈ |Γ|. Astfel lpA ∈ |Γ| şi A ∈ |P(L,Γ)|.

pA

A

pAl

)( Apl
Ap

Al

lpA

lA

Figura 12.9.2

Verificăm egalitatea P(L,Γ) = QµP(P ∩ (L ∗sr Γ)).

P(L,Γ) ⊂ QµP(P ∩ (L ∗sr Γ)). Fie A ∈ |P(L,Γ)|. Atunci lpA ∈ |Γ| şi pA ∈ |L ∗sr Γ|.
Astfel A ∈ |QµP(P ∩ (L ∗sr Γ)|.
QµP(P∩(L∗srΓ)) ⊂ P(L,Γ). Fie A ∈ |QµP(P∩(L∗srΓ))|. Există un obiect Z ∈ |P∩(L∗srΓ)|

şi un morfism b : A→ Z ∈ µP . Atunci b este P-coreplica lui A şi lZ ∈ |Γ|.
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3. Deoarece εL ⊂ µP , rezultă că Γ ∈ Rs
f (εL).

Γ ⊂ P(L,Γ). Fie A ∈ |Γ|. Atunci pA ∈ |Γ| şi lpA ∈ |Γ|. Deci A ∈ |P(L,Γ)|.
P(L,Γ) ⊂ Γ. Fie A ∈ |P(L,Γ)|. Atunci lpA ∈ |Γ|, deci pA ∈ |Γ| şi A ∈ |Γ|.
4. Examinăm produsul de dreapta P ∗d (L ∩ Γ) al subcategoriilor P şi L ∩ Γ. Deoarece

g(L) ⊂ L, avem L ∩ Γ = g(L) ∈ R. Revenim la diagrama (PD) pentru un obiect arbitrar X

(vezi 11.1). Deoarece gpX ∈ Epi, rezultă că vX ∈ Epi şi fX este P-coreplica lui vX. Astfel

vX : X → vX este (P ∗d (L ∩ Γ))-replica lui X.

pX plX=

vX

pglX gpX=

X lX glX

pXXXlX ggplgp ==× )()(

Xf

Xv
Xu

Xp

Xl
gXl

gXlp

Figura 12.9.3

Γ ⊂ P ∗d (L ∩ Γ). Fie A ∈ |Γ|. Atunci pA ∈ |Γ| şi gpA ∈ Iso. Deci şi vA ∈ Iso, sau

A ∈ |P ∗d (L ∩ Γ)|.
P∗d(L∩Γ) ⊂ P(L∩Γ). Fie lgpA : gpA→ lgpA L-replica obiectului gpA, care este P-coreplica

lui vA. Deoarece glA ∈ |L|, deducem că

pglA = h · lgpA (10)

pentru un h. tglA şi lgtA sunt bijecţii. Deci la fel este şi h. Astfel h ∈ µT , lgtA ∈ |Γ| şi

vA ∈ |P(L ∩ Γ)|.

lgpA

gpA

glA

vA

hu

f l

p

A

A gpA

glA

Figura 12.9.4
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R(L,Γ) ⊂ P ∗d (L ∩ Γ) cu condiţia, că εL ∩ εΓ = Iso. Fie A ∈ |P(L ∩ Γ)|. lpA : pA→ lpA

şi lpA ∈ |Γ|. Atunci

lpA = w · gpA (11)

pentru un w. Avem

lA · pA = s · lpA (12)

pentru un s, sau

lA · pA = (s · w) · gpA (13)

şi deoarece

vA · pA = vA · gpA (14)

este un pătrat cocartezian avem

pA

A

lpAgpA

lA

glAvA

q

s

wg

g

f

l

l

v

p

pA

lA

A

pA

A

A

A

lg p
A A( )

Figura 12.9.4 a)

lA = q · vA (15)

s · w = q · fA (16)

pentru un q. vA ∈ εΓ şi din (6) deducem că vA ∈ εL. Astfel vA ∈ εL ∩ εΓ = Iso şi A ∈
|P ∗d (L ∩ Γ)|.

5. P(T ,Γ) ⊂ P(T ,Γ1). Fie A ∈ |P(T ,Γ1)|. Atunci tpA ∈ |Γ1| ⊂ |λΓ(H(T ))|.
P(T ,Γ1) ⊂ P(T ,Γ). Fie A ∈ P(T ,Γ1). Atunci tpA ∈ |Γ1| ⊂ λΓ(H(T ))|. Dacă gtpA : tpA→

gtpA este Γ-replica lui tpA, atunci morfismul 1 : tpA → tpA se extinde prin gtpA, deoarece

tpA ∈ |H(T ) ∩ λΓH(T )| :
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Figura 12.9.5

1 = f · gtpA (17)

pentru un f. Deci tpA ∈ |Γ| ⊂ |Γ1|.
6. P(T ,Γ) ⊂ T ∗sr λΓ(H(T )). Fie A ∈ |P(T ,Γ)| şi vom arăta că tA ∈ |λΓ(H(T ))|. Într-

adevăr , fie Z ∈ |H(T )| şi f : Z → tA. Avem următoarele egalităţi:

tA · pA = t(pA) · tpA, (18)

f · pZ = tA · pA · ptA. (19)

Deoarece pZ ∈ εL, există u astfel ı̂ncât

u · pZ = tpA · p(tA). (20)

A ∈ |P(T ,Γ)|, deci tpA ∈ |Γ|. Astfel u se extinde prin gZ :

u = v · gZ (21)

pentru un v. Avem

t(pA) · v · gZ · pZ = (din (21)) = t(pA) · u · pZ = (din (20)) = t(pA) · tpA · p(tA) =

= (din (18)) = tA · pA · p(tA) = (din (19)) = f · pZ ,

i.e.

t(pA) · v · gZ · pZ = f · pZ , (22)

sau

t(pA) · v · gZ = f. (23)

Astfel f se extinde prin gZ , tA ∈ |λΓ(H(T ))| şi A ∈ |T ∗sr λΓ(H(T ))|.
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Figura 12.9.6

7. P(T1,Γ) ⊂ P(T2,Γ). Fie A ∈ |P(T1,Γ)|. Atunci t1A ∈ |Γ| şi

tpA1 = ttpA1 · tpA (24)

pA tpA t pA
1

1

1

t t

t

pA tpA

pA

Atunci ttpA1 ∈ εT1 ⊂ εL şi tpA ∈ |Γ| ı̂n virtutea ipotezei 4.

8. Fie A ∈ |P(T ,Γ)|, Z ∈ |H(T )| şi f : Z → A. Să demonstrăm că f se extinde prin

Γ-replica lui Z : gZ : Z → gZ. Morfismul f · pZ se factorizează prin pA :

f · pZ = pA · p(f). (25)

Deoarece pZ ∈ εT tpA · p(f) se extinde prin pZ :

tpA · p(f) = u · pZ (26)

pentru un u. A ∈ |P(T ,Γ)|, deci tpA ∈ |Γ|. Astfel u se extinde prin gZ :

u = v · gZ . (27)

Mai avem egalitatea

tA · pA = t(pA) · tpA. (28)

Deci

t(pA) · v · gZ · pZ = (din (27)) = t(pA) · u · pZ = (din (26)) = t(pA) · tpA · p(f) =
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= (din (28)) = tA · pA · p(f) = (din (27)) = tA · f · pZ

i.e

t(pA) · v · gZ · pZ = tA · f · pZ (29)

sau

t(pA) · v · gZ = tA · f (30)

cu gZ ∈ εΓ şi tA ∈ εT . Astfel gZ ⊥ tA şi

f = w · gZ , (31)

t(pA) · v = tA · w (32)

pentru un w. Astfel A ∈ |λΓ(H(T ))|.

pA

A

tpA

tA

gZ

pZ

Z

wf

u

v

t

g

t

p

pA

Z

A

A

t p

p f( )

A( )

Figura 12.9.7

λΓ(H(T )) ∈ Rs(εH). Fie A ∈ |λΓ(H(T ))|, b : X → A ∈ εT , Z ∈ |H(T )| şi f : Z → X.

Atunci

b · f = u · gZ (33)

pentru un u : gZ → A. În egalitatea (34) gZ ∈ εΓ, b ∈ εT şi εΓ ⊥ εT . Astfel

f = v · gZ , (34)

u = b · v (35)

pentru un v : gZ → X.

9. În virtutea p.6 P(T ,Γ) ⊂ T ∗sr λΓ(H(T )). Să verificăm incluziunea reciprocă cu ipoteza

εΓ ⊥ µP .

375



Fie A ∈ |T ∗sr λΓ(H(T ))|. tA ∈ |λΓ(H(T ))| şi gtpA : tpA → gtpA Γ-replica lui tpA. Avem

tpA ∈ |Γ| şi tpA : pA → tpA este P-coreplica lui tpA. Deci tpA ∈ εΓ şi tpA ∈ |H(T )|. Astfel

morfismul t(pA), care aparţine clasei µP , se extinde prin gtpA :

t(pA) = f · gtpA (36)

pentru un f. Egalitatea (36) poate fi scrisă şi astfel:

f · gtpA = t(pA) · 1, (37)

cu gtpA ∈ εΓ, t(pA) ∈ µP şi εΓ ⊥ µP . Deci gtpA ∈ Iso, tpA ∈ |Γ| şi A ∈ |P(T ,Γ)|.

pA

A

tpA gtpA

tA

f

t g

t

p

pA tpA

A

A

t (    )p
A

Figura 12.9.8

λΓ(H(T )) ∈ Rs(µT ). Se verifică ı̂n acelaşi mod ca şi afirmaţia respectivă din p.8.

10. Fie R ∈ F(T ). Atunci Γ′ ⊂ R. Să verificăm că R ⊂ Γ′′. Dacă X ∈ |P|, atunci tX = rX

şi orice morfism din X ce se extinde prin rX se extinde şi prin tX . Deci R ⊂ λT (P) = Γ′′.

Reciproc. Este suficient de arătat că λT (P) ∈ F(T ). Deoarece pentru A ∈ |P| T -replica şi

λT (P)-replica coincid.

11. Dacă U ∈ G(Γ), atunci Γ′ ∈ U . Să verificăm că U ⊂ Γ′′. Fie tpA ∈ |Γ|. Atunci tpA ∈ |U|.
Astfel U ⊂ Γ′′.

Reciproc. Să demonstrăm că Γ′′ ∈ G(Γ). Pentru A din P , A ∈ |Γ′′|. Dacă tA ∈ |Γ|, atunci

tA este Γ′′-replica lui A şi aparţine lui Γ. Deci Γ′′ ∈ G(Γ).

12. Fie R ∈ F(T ) şi U ∈ G(Γ). Atunci P(R,U) = {X | rpA ∈ |U|} = (̂ın virtutea definiţiei

clasei F(T )) = {X | tpA ∈ |U|} =(̂ın baza definiţiei clasei G(Γ)) = {X | tpA ∈ |Γ|}.
13. a ⇒ b. R ⊂ P(B,Γ). Fie A ∈ |R|, pA : pA → A şi bpA : pA → bpA. Atunci pA ∈ |R| şi

deoarece bpA ∈ E ∩ µP , deducem că şi bpA ∈ |R|. Astfel bpA ∈ |R ∩ B| ⊂ |Γ|.
P(B,Γ) ⊂ R. Fie A ∈ |P(B,Γ)|. Atunci bpA ∈ |Γ| sau bpA ∈ |B ∩ Γ| ⊂ |R|. Deci pA ∈ |R|

şi A ∈ |R|.
b⇒ a. R ∈ Rs(µP). Fie A ∈ |R|, b : X → A ∈ µP . Atunci pA = pX şi bpX = bpA ∈ |Γ|.
R ∈ Rf (µP). În acelaşi mod.

376



14. R ⊂ P(B,Γ). Fie A ∈ |R| şi o să arătăm că fpA ∈ |Γ|. Avem pA ∈ |R| şi fpA ∈ |R|,
deoarece F ∈ R(µR). Astfel fpA ∈ |R| ⊂ |Γ|.
P(F ,Γ) ⊂ R. Fie A ∈ |P(F ,Γ)|. Atunci fpA ∈ |Γ|,

fpApA

A fpA

rfpA
rf

p u1

tpApA

A

Figura 12.9.9

şi morfismul identic 1 : fpA→ fpA se extinde prin R-replica rfpA :

1 = u · rfpA (39)

pentru un u. Astfel rfpA ∈ Iso şi fpA ∈ |R|. Deoarece fpA, pA ∈ µP şi R ∈ Rs
f (µP), deducem

că A ∈ |R|. ↑
12.9.2. Propoziţie. Fie T ∈ Rs(εS). Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. T ∈ Rs
f (εS).

2. Există L ∈ Rc astfel ı̂ncât T = M̃(L, T ).

3. T = M̃(L, T ) pentru orice L ∈ Rc.

↓ 1⇒ 2. Se verifică uşor, că T = M̃(S, T ). ↑
12.9.3. Corolar. 1. Fie Γ ∈ R(Mp). Atunci QµT on(Γ) ∈ Rs

f (µT on).

Menţionăm că εL = µK ⊂ µM̃ ⊂ µT on pentru orice (K,L) ∈ Pc.
Deoarece Π ⊂ T on, deducem, că Π ∈ Rs

f (µT on). Astfel Π este cel mai mic element al clasei

Rs
f (µT on), şi C2V este cel mai mare element.

2. Fie Γ ∈ R(Mp). Atunci QµM̃(Γ) ∈ Rs
f (µM̃) = Rs

f (εS). Π este cel mai mic element şi

C2V cel mai mare element al clasei Rs
f (µM̃).

Pentru subcategoria B-iR a spaţiilor B -inductiv semireflexive avem

B-iR = M̃(Sh,Γ0)

(vezi 16.4).↑
12.9.4. Teoremă. Fie (P , I) ∈ Pµε şi R ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rs
f (µP).

2. R = P(L,Γ) pentru orice Γ ∈ Nd(R,L).
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↓ Menţionăm, că Nd(R,L) = {H ∈ R|L ∩ R = L ∩H} (vezi 13.3).

1⇒ 2.R ⊂ P(L,Γ). Fie A ∈ |R|, pA : pA→ A P-coreplica lui A şi lpA : pA→ lpA L-replica

lui pA. Avem A ∈ |R|, pA ∈ µP şi R ∈ Rs
f (µP). Deci pA ∈ |R|. Mai departe, lpA ∈ εL ⊂ µP

şi pA ∈ |R|. Deci lpA ∈ |L ∩ R| = |L ∩ Γ|, sau A ∈ |P(L,Γ)|.
P(L,Γ) ⊂ R. Fie A ∈ |P(L,Γ)|. Atunci lpA ∈ |Γ|, sau lpA ∈ |L ∩ Γ| = |L ∩ R|. Astfel

lpA ∈ |R| şi pA ∈ |R|. Deci A ∈ |R|.
2⇒ 1. R ∈ Rs(µP). Fie A ∈ |R| şi b : X → pA ∈ µP . Atunci pX = pA şi lpX = lpA ∈ |Γ|.

Deci X ∈ |R|.
R ∈ Rf (µP). Fie A ∈ |R| şi b : A → Y ∈ µP . Atunci pY = pA şi lpX = lpA ∈ |Γ|. Deci

Y ∈ |R|. ↑
12.9.5. Corolar.Fie P ∈ K,P ⊂ M̃,L ∈ R(Eu) (S ⊂ L) şi R ∈ R. Următoarele afirmaşii

sunt echivalente:

1. R ∈ Rs
f (µP).

2. R = P(L,Γ) pentru orice Γ ∈ Nd(R,L). ↑
12.9.6. Corolar. Fie (K,U) ∈ Pc,P ⊂ K, U ⊂ L şi R ∈ R. Următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. R ∈ Rs
f (µP .

2. R = P(L,Γ) pentru orice Γ ∈ Nd(R,L). ↑
12.9.7. Perechi de subcategorii bisemireflexive şi TTR

Definiţie. Fie K ∈ K şi R ∈ R. (K,R) se numeşte o pereche de subcategorii bisemireflexive,

dacă K ∈ Ks
f (εR) şi R ∈ Rs

f (µK). Adică K este o subcategorie (εR)-semicoreflexivă şi R este

o subcategorie (µK)-semireflexivă.

12.9.8. Teoremă. 1. Fie R o subcategorie (µK)-semireflexivă. Atunci (SεR(K),R) este o

pereche de subcategorii bisemireflexive.

1*. Fie K o subcategorie (εR)-semicoreflectivă. Atunci (K,QµK(R)) este o pereche de

subcategorii bisemireflexive.

↓ Notăm SεR(K) cu T .
T ∈ K. Verificăm că T este ı̂nchisă ı̂n raport cu sumele. Fie Ai ∈ |K|, bi : Xi → Ai ∈

εR, X = tXi.A = tAi şi b = tbi, i ∈ I. Atunci A ∈ |K| şi b ∈ εR, deoarece (εR, (εR)⊥) este

o structură de factorizare de dreapta. Astfel X ∈ |T |.
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Figura 12.9.10

Verificăm că T este ı̂nchisă ı̂n raport cu Ef -factorobiecte. Fie A ∈ |K|, b : X → A ∈ εR şi

p : X → Y ∈ Ef . Examinăm pătratul cocartezian

p′ · b = b′ · p (1)

construit pe morfismele p şi b. Atunci p′ ∈ Ef şi b′ ∈ εR. Deci P ∈ |K| şi Y ∈ |T |. Astfel am

demonstrat, că T ∈ K.

Y P

X A
b �

p �p �

ÎeR

ÎEÎE

ÎeRb

ff

Figura 12.9.11

T ∈ Ks(εR). Evident

T ∈ Kf (εR). Fie A ∈ |K|.b : X →∈ εR şi b1 : X → Y ∈ εR. Mai departe, fie rY : Y → rY

R-replica lui Y. Atunci rY · b1 : X → rY este R-replica lui X şi

rY · b1 = u · b (2)

pentru un u. Astfel u · b ∈ εR şi b ∈ εR. Deci u ∈ εR şi u este R-replica lui A : u = rA.
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Figura 12.9.12

Deoarece R = Rs
f (µK), deducem că k(R) ⊂ R şi r(K) ⊂ K. Astfel rA = |K|, adică rY ∈ |K|,

sau Y ∈ |T |.
R ∈ Rs

f (µT ). Deoarece K ⊂ T , rezultă că µT ⊂ µK. Astfel R ∈ Rs
f (µT ).

Corolar. Fie K,P ∈ K,K ⊂ P ,R ∈ R şi R ∈ Rs
f (µK). Atunci (SεR(P),R) este o pereche

de subcategorii bisemireflexive.

12.9.9. Exemple.

1. Deoarece lΓ0 ∈ Rs
f (εS) şi µM̃ = εS, deducem că pentru orice K ∈ K, dacă M̃ ⊂ K,

atunci (SεlΓ0(K), lΓ0) este o pereche de subcategorii bisemireflexive.

2. Subcategoria spaţiilor semireflexive Sr este S-semireflexivă, Sr = S ∗sr qΓ0. Astfel pentru

K ∈ K şi M̃ ⊂ K (SεSr(K),Sr) este o pereche de subcategorii bisemireflexive şi t(iR) ⊂ qΓ0,

unde t : C2V → SεiR(K) este functorul coreflector.

3. Subcategoria spaţiilor inductiv semireflexive iR este Sh-semireflexivă, unde Sh este

subcategoria spaţiilor Schwartz si̧ iR = Sh ∗sr Γ0. (Ch,Sh) formează o pereche de subcategorii

conjugate. Astfel, dacă P ∈ K şi Ch ⊂ P , atunci (SεR(K), iR) este o pereche de subcategorii

bisemireflexive şi t(iR) ⊂ Γ0, unde t : C2V → SεiR(K) este functorul coreflector.

Propoziţie. Fie (T ,R) o TTR. Atunci (T ,R) este o pereche de subcategorii bisemireflex-

ive.

↓ T ∈ Ks(εR). Fie X ∈ |T | Şi B : Y → X ∈ εR. Deoarece X ∈ |T | şi T ,R) este o TTR,

atunci tX ∈ Iso şi trX ∈ Iso. Astfel rX ∈ |T |. Mai departe, rX = rY şi tY ∈ Iso.
T ∈ Kf (εR). Fie X ∈ |T | şi b : X → Y ∈ εR. Atunci rX = rY ∈ |T | şi Y ∈ |T | ı̂n virtutea

celor demonstrate mai sus: T ∈ Rs(εR).

R ∈ Rs
f (µT ). Demonstraţie duală.

12.9.10. Propoziţie. Fie K ∈ K,R ∈ Rs
f (µK) şi T = SεR(K). Sunt adevărate următoarele

afirmaţii:

1. Dacă X ∈ |R|, atunci kX = tX.
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2. T = SεR(K ∩R).

3. QεR(K) ⊂ SεR(K).

4. Fie M̃ ⊂ K, X ∈ |C2V| şi

kX = pX · bX (1)

(P ′′(R), I ′′(R))-factorizarea K-coreplicii kX : kX → X. Atunci pX : pX → X este T -coreplica

obiectului X.

5. Fie S ⊂ R, X ∈ |C2V| şi

kX = pX · bX (2)

(εR, (εR)⊥)-factorizarea lui kX . Atunci pX : pX → X este T -coreplica obiectului X.

↓ 1. Fie X ∈ |R|, kX : kX → X şi tX : tX → X K-şi T -coreplicile. Există A ∈ |K| şi

b : tX → A ∈ εR. Atunci

tX = f · b (3)

pentru un f şi avem următoarea diagramă comutativă

A

kX tX X

b � f �

k � t �

k �

tX X

X

Figura 12.9.13

Astfel X ∈ |R| şi tX ∈ µK. Deci tX ∈ |R| şi b ∈ Iso, sau tX ∈ |K|. Rezultă că tX = kX.

2. Să verificăm incluziunea T ⊂ SεR(K∩R). FieX ∈ |T |. Există A ∈ |K| şi b : A→ X ∈ εR.
Dacă rX : X → rX este R-replica lui X, atunci rX · b : A → rX este R=replica lui X şi

rX · b ∈ εR. Astfel rX = rA ∈ |K| sau rX ∈ |K ∩R|. Aşadar, X ∈ SεR(K ∩R).

X A rA=rX
b � r �

r �

A

X

Figura 12.9.14

3. Fie A ∈ |K| şi b : A → X ∈ εR. Dacă rX : X → rX este R-replica lui X, atunci

rX · b : A→ rX este R-replica lui A. Deci rA = rA ∈ |K| şi X ∈ |SεR(K)|.
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Figura 12.9.15

4. Deoarece pX ∈ I ′′
(R) şi pX ∈ Eu, rezultă că kX , pX ∈ Eu ∩Mono. Deoarece M̃ ⊂ K,

avem kX , bX ∈Mu. Astfel bX ∈ P ′′
(R) ∩Mu = ((εR) ◦ Ep) ∩Mu = εR şi pX ∈ |T |.

Fie Y ∈ |T | şi f : Y → X ∈ C2V . Există obiectul A ∈ |K| şi morfismul b : A → Y ∈ εR.
Atunci

f · b = kX · g

pentru un g. Sau

f · b = pX · (bX · g)

cu b ∈ εR ⊂ P ′′
(R) şi pX ∈ I ′′

(R). Astfel b ⊥ pX şi

bX · g = h · b,

f = pX · h

pentru un h. Aşadar f se factorizează pentru pX

Y

pX

XkX

A
b �ÎeR

p �

k �

b �
X X

X

g � f �
h �

Figura 12.9.16

5. Deoarece S ⊂ R, rezultă că kX , pX ∈ Eu ∩Mono. Deci pX ∈ Eu ∩Mono şi pX ∈ |T |.
Mai departe se repetă demonstraţia p.4.

12.9.10*. Propiziţie. Fie R ∈ R, K ∈ Ks
f (εR)) şi F = QµK(R). Sunt adevărate

următoarele afirmaţii:

1. Dacă X ∈ |K|, atunci rX = fX.

2. T = QµK(K ∩R).
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3. SµK(R) ⊂ QµK(R).

4. Fie S ⊂ R, X ∈ |C2V| şi

rX = mX · ex

(E ′(K),M′(K))-factorizarea R-replicii rX : X → rX. Atunci eX : X → eX este F-replica

obiectului X.

5. Fie M̃ ⊂ K, X ∈ |C2V| şi

rX = iX · pX

este ((µK)>, µK)-factorizarea R-replicii rX : X → rX. Atunci pX : X → pX este F-replica

obiectului X. ↑
12.9.11. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc,R ∈ Rs

f (εL) şi T = SεR(K). Atunci:

1. (T ,R) este o TTR.

2. SεR(K) = QεR(K). În particular, SεR(K) ∈ Ks
f (εR)) şi (T ,R) este o pereche de subcat-

egorii bisemireflexive.

3. t · r = r · t = k · r = r · k.
↓ 1. Fie X ∈ |C2V|, kX : kX → X K-coreplica şi rkX : kX → rkX R-replica obiectelor

respective. Pe morfismele kX şi rkX construim pătratul cocartezian

pX · kX = hX · rkX . (1)

Deoarece rkX ∈ εR, rezultă că pX ∈ εR. De asemenea, kX ∈ µK, deci hX ∈ µK. În plus,

rkX ∈ |K|. Astfel hX : rkX → P este K-coreplica lui P şi P ∈ |R|. Aşadar pX : X → P ∈ εR
şi P ∈ |R|. Deci pX este R-replica lui X. Avem krX = kP = rkX şi functorii k şi r comută.

Fie

rX · wX = krX · fX (2)

pătratul cartezian construit pe morfismele rX(= pX) şi krX(= hX). Atunci

kX = wX · vX , (3)

rkX = fX · vX (4)

pentru un vX , care aparţine clasei εR. Deci fX ∈ εR şi wX ∈ |SεR(K)|. În plus, vX ∈ Epi, şi

pătratul (1) este cocartezian, astfel şi pătratul (2) este cocartezian.
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Se verifică uşor că egalitatea (3) este (εR, (εR)⊥)-factorizarea morfismului kX . În virtutea

Propoziţiei 12.9.10 p.5 wX : wX → X este SεR(K)-coreplica obiectului X.

Mai departe, krX : rkX → rX ∈ (εR)⊥. Astfel krX este T -coreplica obiectului rX şi

fX : wX → rkX este R-replica obiectului wX.

Fie w : C2V → SεR(K) functorul coreflector. Atunci rwX = rkX,wrX = rkX.

Astfel funcrorii w şi r comută şi (T ,R) este o TTR.

2. În virtutea p.3 al Propoziţiei 12.9.10 este suficient de verificat că SεR(K) ⊂ QεR(K). Fie

A ∈ |K| şi b : X → A ∈ εR. Atunci

rX = f · b

pentru un f,

f = krX · g

pentru un g. Avem

krX · g · b = f · b = rX ,

i.e.

krX · g · b = rX · 1.

Există h : X → wX astfel ı̂ncât

1 = wX · h,

g · b = fX · h,

de unde rezultă că wX = h−1. Deci vX , kX ∈ εR şi X ∈ |T |.
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Deoarece rkX ∈ |K ∩ R| ⊂ |T | şi hX ∈ µK, deducem că hX est T -coreplica lui rX : hX =

trX . Mai departe, fX ∈ εR şi rkX ∈ |K|, deci wX ∈ |T |. În pătratul cartezian (2) hX ∈ µT ,
deci wX ∈ µT şi wX este T -coreplica lui X.

Astfel pătratul (2) arată că functorii t şi r comută şi este pătrat cartezian şi cocartezian.

Aşadar (T ,R) este o TTR. ↑
12.9.11*. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, T ∈ Ks

f (µK) şi F = QµT (L). Atunci

1. (T ,QµT (L)) este o TTR.

2. QµT (L) = SµT (L). În particular, QµT (L) ∈ Rs
f (εL) şi (T ,F) este o pereche de subcate-

gorii bisemireflexive.

3. f · t = t · f = l · t = t · l.
4. Fie X ∈ |C2V| şi

rX = bX · pX

este ((µK>), µK)-factorizarea R-replicii rX : X → rX. Atunci pX : X → pX este F-replica

obiectului X.

Izomorfismul laticelor Rs
f (µP) şi R(P),P ∈ Kp

12.9.12. Teoremă. Fie P ∈ Kp. Atunci:

1. Aplicaţia

U 7→ ϕ1(U) = QµP(U) pentru U ∈ R(P)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (µP).

2. Aplicaţia

V 7→ ψp(V) = P ∩ V pentru V ∈ Rs(µP)

ia valori ı̂n clasa R(P).

3. Aplicaţiile ϕ1 şi ψ1 sunt reciproc inverse, unde ψ1 este restricţia aplicaţiei ψp pe subclasa

Rs(µP)
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Figura 12.9.19

↓ 1.ϕ1(U) ∈ R. Să verificăm că subcategoria ϕ1(U) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele şi

Mf -subobiecte. Fie Ai ∈ |ϕ1(U)|, i ∈ J . Există obiectele Zi ∈ |U| şi morfismele bi : Zi → Ai ∈
µP , i ∈ J . Atunci bi este P-coreplica lui A.

Fie b = Πbi : Z → A. Atunci b este P-coreplica lui A. Deoarece Z ∈ |U| avem A ∈ |ϕ1(U)|.
Fie A ∈ |ϕ1(U)| şi m : X → A ∈ Mf . Există b : Z → A ∈ µP şi b este P-coreplica lui A.

Fie

m · b′ = b ·m′ (1)

pătratul cartezian construit pe morfismele m şi b. Atunci b′ · pT : pT → X este P-replica lui X.

Dacă up
T

: pT → upT este U -replica lui pT , atunci

m′ · pT = f · upT (2)

pentru un f. Deoarece upT ∈ Epi şi m′ ∈Mf (upT⊥m′), atunci

pT = h · upT , (3)

f = m′ · h (4)

pentru un h. Există un morfism w : upT → pT astfel ı̂ncât

h = pT · w. (5)

Se verifică că upT = w−1, pT ∈ |U| şi X ∈ |ϕ1(U)|.
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ϕ1(U) ∈ Rs(µP). Evident.

ϕ1(U) ∈ Rf (µP). Fie A ∈ |ϕ1(U)| şi b : A → X ∈ µP . Atunci pA ∈ |U şi b · pA : pA → X

este P-coreplica lui X şi pX ∈ |U|. Deci X ∈ |ϕ1U|.
2. Fie V ∈ Rs(µP). Atunci p(V) ⊂ V şi v(P) ⊂ P .
3. ψ1 · ϕ1 = 1. Fie U ∈ R(P). Atunci ψ1ϕ1(U) = ψ1(QµP(U)) = P ∩QµP(U).

U ⊂ P ∩QµP(U). Evident.

P ∩ QµP(U) ⊂ U . Fie A ∈ |P ∩ QµP(U)|. Atunci A ∈ |P| şi P-coreplica lui A (egală cu A)

aparţine subcategoriei U sau A ∈ |U|.
ψ1 · ϕ1 = 1. Fie V ∈ Rs

f (µP). Atunci ϕ1ψ1(V) = ϕ1(P ∩ V) = QµP(P ∩ V).

V ⊂ QµP(P ∩ V). Fie A ∈ |V| şi pA : pA→ A este P-replica lui A. Atunci pA ∈ |P ∩ V| ⊂
|QµP(P ∩ V)|.
QµP(P∩V) ⊂ V . Fie A ∈ |QµP(P∩V)| şi pA : pA→ A P-coreplica lui A. Atunci pA ∈ |P∩V|

şi A ∈ |QµP(P ∩ V)|.
12.9.12*. Teoremă.Fie F ∈ Rs. Atunci:

1. Aplicaţia

U 7→ ϕ̄(U) = SεT (U) pentru U ∈ K(T )

ia valori ı̂n clasa Ks
f (εT ).

2. Aplicaţia

V 7→ ψ̄s(V) = T ∩ V pentru V ∈ Ks(εT )

ia valori ı̂n clasa K(T ).

3. Aplicaţiile ϕ̄1 şi ψ̄1 sunt reciproc inverse, unde ψ̄1 este restricţia aplicaţiei ψ̄s pe subclasa

Ks
f (εT ). ↑
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Figura 12.9.21

12.9.13. Probleme. 1. Examinăm perechea de subcategorii conjugate (M̃,S) şi R una

din subcategoriile (εS)-semireflexive: B-iR,Sr sau lΓ0. De descris subcategoriile SεR(M̃).

2. Pentru perechea de subcategprii conjugate (Ch,Sh) de descris subcategoria SεiR(Ch).
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Capitolul 13. Nucleele subcategoriilor L-semireflexive

13.1. Definiţiile nucleelor

13.1.1. Lemă. Fie L, Γ̄0 ∈ R, şi Γ̄1 = R∨ Γ̄0. Examinăm următoarele afirmaţii:

1. ḡ0(L) ⊂ L.
2. ḡ0(L) ⊂ R.
3. L ∩ Γ̄0 ⊂ R.
4. L ∩ Γ̄0 ⊂ L ∩R.
5. L ⊂ ρ(R, Γ̄1).

6. Γ̄0 ⊂ λR(L).

7. R∨ Γ̄0 ⊂ λR(L).

Sunt adevărate următoarele implicaţii:

2 4 53 6 7

2(1+4)(1+3)

↓ 2⇒ 3. Fie A ∈ |L ∩ Γ̄0|. Atunci A ∈ |L|, şi A = ḡ0A ∈ |R|. Deci A ∈ |R|.
3⇔ 4. Evident.

5 ⇒ 4. Fie A ∈ |L ∩ Γ̄0|. Atunci A ∈ |L|. Deci rA = ḡ1A. Dar A ∈ |Γ̄0|. Astfel A = ḡ0A =

ḡ1A = rA. Definitiv A ∈ |R| şi A ∈ |L|, sau A ∈ |L ∩ R|.
5⇒ 6. Fie A ∈ |L|. Atunci ḡA1 = rA. Deci Γ̄0-replica obiectului A se extinde prin morfismul

rA. Aceasta-i suficient ca Γ̄0 ⊂ λR(L).

6⇔ 7. Evident.

6 ⇒ 5. Fie A ∈ |L|, rA : A → rA şi ḡ0 : A → ḡ0A - R- şi Γ0-replicile obiectului A. Din

condiţia 6 rezultă că ḡA0 se extinde prin morfismul rA :

gA0 = u · rA (1)

pentru un morfism u. Atunci rX = g̃X1 .

(1 + 3)⇒ (1 + 4). Rezultă din faptul că condiţiile 3 şi 4 sunt echivalente.

(1+4)⇒ 2. Fie A ∈ |L|. Atunci ı̂n baza condiţiei ḡ0A ∈ |L| şi ḡ0A ∈ |L|. Deci ḡ0A ∈ |L∩Γ̄0|,
şi L ∩ Γ̄0 ⊂ L ∩R. Astfel ḡ0A ∈ |L ∩ R|, şi ḡ0(L) ⊂ R.

2⇒ 5. Fie A ∈ |L|. Atunci ḡ0A ∈ |R|. Deci ḡA0 se extinde prin morfismul rA. ↑
13.1.2. Teoremă. Fie (P , I) o structură de factorizare cu clasa P Mu-ereditară, H,L,

T ∈ R, şi R ∈ Rs
f (εL). Examinăm următoarele condiţii:
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1. L ∩R = L ∩H.
2. R = L ∗sr H.
3. L ∩R = T ∩ R.
4. R ⊂ ρ(L, T ).

5. R ⊂ T ∗sr R.
6. R = T ∗sr R.
Atunci 1⇔ 2, 3⇔ 4 şi 3⇒ 5.

Fie că există Γ̄0 ∈ R(I), astfel ı̂ncât ḡ0(L) ⊂ L, L ∩ Γ̄0 ⊂ R, şi T ∈ R(P). Atunci 3⇒ 6.

↓ 1⇒ 2. R ⊂ L ∗sr H. Fie A ∈ |R|, iar lA : A→ lA L-replica lui A. Deoarece R ∈ Rs
f (εL),

rezultă că lA ∈ |L ∩ R| = |L ∩ H|. Deci lA ∈ |H|, iar A ∈ |L ∗sr H|.
L ∗sr H ⊂ R. Fie A ∈ |L ∗sr H|. Atunci lA ∈ |L ∩ H| = |L ∩ R|. Deci lA ∈ |R|, iar cu el şi

A ∈ |R|.
2⇒ 1. L∩R ⊂ L∩H. Fie A ∈ |L∩R|. Atunci A ∈ |R|. Deci lA ∈ |H|. Dar lA = A. Astfel

A ∈ |L ∩ H|.
L ∩H ⊂ L ∩R. Fie A ∈ |L ∩ H|. Deoarece L ∩H ⊂ R. Deci A ∈ |L ∩ R|.
3⇒ 4. Fie A ∈ |R|, lA : A→ lA şi tA : A→ tA L- şi T -replica lui A. Atunci lA ∈ |L∩R| =

|T ∩ R| ⊂ |T |. Deci

lA = v · tA (1)

pentru un v. DeoareceR ∈ Rs
f (εL) şi v ∈ εL, rezultă că tA ∈ |R|. Astfel tA ∈ |T ∩R| = |L∩R|.

Atunci

tA = u · lA (2)

pentru un u. Se verifică că v = u−1. Deci R ⊂ ρ(L, T ).

4 ⇒ 3. L ∩ R ⊂ T ∩ R. Fie A ∈ |L ∩ R|. Deoarece A ∈ |R|, rezultă că tA = lA = 1. Deci

A ∈ |T ∩ R|.
T ∩ R ⊂ L ∩R. Asemănător.

3 ⇒ 5. Fie A ∈ |R|, lA : A → lA şi tA : A → tA L- şi T -replicile lui A. Atunci lA ∈
|L ∩ R| = |T ∩ R|. Deci

lA = v · tA (3)

pentru un v. Deoarece lA ∈ εL, rezultă că v ∈ εL, şi tA ∈ |R|.
3⇒ 6. R ⊂ T ∗sr R. Vezi 3⇒ 5.

T ∗srR ⊂ R. Fie A ∈ |T ∗srR|, şi tA : A→ tA T -replica lui A. Atunci tA ∈ |T ∩R| = |L∩R|.
Astfel

tA = f · lA (4)
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pentru un morfism f. Mai departe, fie rlA : lA→ rlA R-replica lui lA. Atunci

f = u · rlA, (5)

tA = u · rlA · lA (6)

pentru un f şi ı̂n virtutea Lemei 13.1.1 (implicaţia 2 ⇒ 5) rlA = ḡlA1 ∈ I. Din (6) rezultă

că rlA ∈ P . Astfel rlA ∈ P ∩ I = Iso, şi lA ∈ |R|. Din condiţia R ∈ Rs
f (εL), deducem că

A ∈ |R|. ↑

lA

A

?
rlA

-

-

ulA

tA

rlA = ḡlA1

tA

f

��

��

��

��

��

��

��� 6

Figura 13.1.1

13.1.3. Corolar. Fie L ∈ R şi R ∈ Rs
f (εL). Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. Pentru orice element H ∈ R cu proprietatea L ∩ R ⊂ H ⊂ λR(L) are loc egalitatea

R = L ∗sr H.
2. Dacă R = L ∗sr H, atunci L ∩R ⊂ H.
↓ 1. Într-adevăr, L ∩R = L ∩ (L ∩R) = L ∩ λR(L). Deci L ∩R = L ∩H.
2. Avem L ∩R = L ∩H. ↑
13.1.4. Lemă. Fie L,R ∈ R. Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. R ∈ Rs
f (εL).

2. R = L ∗sr R.
3. l(R) ⊂ R şi l−1(R) ⊂ R.
↓ 1⇔ 2. Evident.

2⇒ 3. Fie A ∈ |R|. Atunci lA ∈ |R|. De asemenea, dacă lA ∈ |R|, atunci A ∈ |R|.
3⇒ 2. Fie A ∈ |R|. Atunci lA ∈ |R|. Astfel R ⊂ L ∗sr R.
Fie lA ∈ |R|. Atunci A ∈ |R|, şi L ∗sr R ⊂ R. ↑
13.1.5. Notaţii. Fie R ∈ R. Definim următoarele nuclee ale elementului R.
- Nucleul maximal (m-nucleul):

Nm(R) = {L ∈ R|R ∈ Rs
f (εL)}.
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Pentru L ∈ Nm(R) defnim următoarele nuclee:

- Nucleul de stânga (s-nucleul):

Ns(R,L) = {T ∈ Nm(R)|T ⊂ L}.

- u-Nucleul

Nu(R,L) = Ns(R,L) ∩ R(Eu).

- Nucleul de dreapta (d-nucleul):

Nd(R,L) = {H ∈ R|L ∩ R = L ∩H}.

- λ-Nucleul

Nλ(R,L) = {H ∈ R|L ∩ R ⊂ H ⊂ λR(L)}.

- Pentru Γ̄0 ∈ R, ı̂n particular, pentru Γ̄0 = Γ0, definim nucleul completărilor (ḡ-nucleul şi

g-nucleul):

Nḡ(R,L) = {H ∈ Nd(R,L)|Γ̄0 ⊂ H}.

Ng(R,L) = {H ∈ Nd(R,L)|Γ0 ⊂ H}.

- Pentru L, Γ̄0 ∈ R fie

Rs
fḡ(εL) = {R ∈ Rs

f (εL)|Nd(R,L) ∩ R(εΓ̄0) 6= �}.

Rs
fg(εL) = {R ∈ Rs

f (εL)|Nd(R,L) ∩ R(εΓ0) 6= �}.

13.1.6. Remarcă. 1. Cel mai des o să considerăm Γ̄0 = Γ0 - subcategria spaţiilor complete.

2. Nu se exclude ca clasele Ng(R,L) sau Rfḡ(εL) să fie vide .

13.2. Nucleele m, s şi u

13.2.1. Execiţii. 1. Ns(R, C2V) = Nm(R).

2. Nd(R, C2V) = {R}.
13.2.2 Propoziţie. Fie L ∈ Nm(R), T ∈ R şi L ⊂ T . Atunci:

1. T ∈ Nm(R).

2. Ns(R,L) ⊂ Ns(R, T ).

3. Nλ(R,L) ⊂ Nd(R,L).

4. L ∩R este cel mai mic element al clasei Nd(R,L).
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5. Fie H ∈ Nd(R,L), H1 ∈ R şi L ∩R ⊂ H1 ⊂ H. Atunci H1 ∈ Nd(R,L).

6. Nd(R, T ) ⊂ Nd(R,L).

↓ 1− 5. Evident.

6. Fie H ∈ Nd(R, T ). Atunci R = T ∗sr H şi o să demonstrăm că R = L ∗sr H.
R ⊂ L ∗sr H. Fie A ∈ |R|, iar lA : A → lA L-replica lui A. Deoarece R ∈ Rs

f (εL), rezultă

că lA ∈ |R|. Astfel lA ∈ |L ∩ R| ⊂ |T ∩ R| = |T ∩ H|. Aşadar lA ∈ |H|, iar A ∈ |L ∗sr H|.
L ∗sr H ⊂ R. Fie A ∈ |L ∗sr H|, şi lA : A → lA L-replica lui A. Atunci lA ∈ |L ∩ H| ⊂

|T ∩ H| = |T ∩ R|. Astfel lA ∈ |R| şi de asemenea A ∈ |R|. ↑
13.2.3. Nucleul Ns(R,L). Menţionăm, cu cât subcategoria L este mai mare, cu atât nucleul

Ns(R,L) este mai mare, şi nucleul Nd(R,L) este mai mic.

Nucleul Nu(R,L).

Fie L ∈ R(Eu), şi R ∈ Rs
f (εL). Notăm

A = {T ∈ R|L ∩ R = T ∩ R},
Au = {T ∈ R(Eu)|L ∩ R = T ∩ R}.
B = ∩{T |T ∈ A},
Bu = ∩{T |T ∈ Au}.
Atunci B ∩R = ∩{T ∩ R|T ∈ A} = L ∩R.
Bu ∩R = ∩{T ∩ R|T ∈ Au} = L ∩R.
Astfel B este cel mai mic element al clasei A, şi Bu cel mai mic element al clasei Au.
Teoremă. Fie L ∈ Rex(Eu),R ∈ Rs

f (εL) şi L ∩ Γ0 ⊂ R. Atunci Bu este cea mai mică

subcategorie Eu-reflectivă pentru care R ∈ Rs
f (εBu), şi

Nu(R,L) = {T ∈ R|Bu ⊂ T ⊂ L}.
↓ 1. Fie T ∈ R,Bu ⊂ T ⊂ L şi o să verificăm că R = T ∗sr R.
R ⊂ T ∗sr R. Fie A ∈ |R|, iar lA : A → lA şi tA : A → tA L- şi T -replicile lui A. Atunci

lA ∈ |L ∩ R| = |T ∩ R|. Astfel

lA = f · tA (1)

pentru un f ce aparţine clasei εL. Deci tA ∈ |R|.
T ∗sr R ⊂ R. Fie A ∈ |T ∗sr R|. Dacă tA : A→ tA şi lA : A→ lA sunt T - şi L-replicile lui

A, atunci tA ∈ |T ∩ R| = |L ∩ R|. Deci

ta = u · lA (2)

pentru un u.Mai departe, fie rlA : lA→ rlAR-replica lui lA. În virtutea Lemei 13.1.1 rlA ∈ |L|.
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Astfel rlA ∈ |L ∩ R| = |T ∩ R|.
rlA · lA = v · tA (3)

pentru un v, şi

u = w · rlA (4)

pentru un w. Se verifică că w = u−1. Deoarece tA ∈ Eu, rezultă că u ∈ Eu, şi rlA ∈ Mp sau

u ∈ Mp. Definitiv u ∈ Eu ∩Mp = Iso, şi lA ∈ |R|. Cum R ∈ Rs
f (εL), deducem că ∈ |R|. Am

demonstrat că {T ∈ R|Bu ⊂ T ⊂ L} ⊂ Nu(R,L). Incluziunea inversă este evidentă. ↑
13.2.4. Problemă. În ce condiţii B este cel mai mic element al clasei Ns(R,L)?

13.3. Nucleele d, λ şi g. Teorema despre nuclee

13.3.1. Lemă. Fie L ∈ R,R ∈ Rs
f (εL) şi H ∈ Nd(R,L). Atunci L ⊂ ρ(R,H) ı̂n fiecare

din următoarele cazuri:

A. L este o (Epi ∩Mu)-varietate.

B. L ∈ Rf (εR).

C. L ∈ Rf (ε(L ∩R)).

D. Există Γ̄0 ∈ R astfel ı̂ncât L ∈ Rf (εΓ̄0) şi L ∩ Γ̄0 ⊂ R.
E. L ∈ Rex, h(L) ⊂ L şi εL ∩ εH = Iso.
F. L ∈ Rex ∩ R(Eu) şi H ∈ R(Mp). În particular, dacă L ∈ Rc şi H ∈ R(Mp).

↓ A. ρ(R,H) este subcategoria plină a tuturor obiectelor categoriei C2V pentru care R- şi

H-replicile sunt izomorfe.

Fie A ∈ |L|, şi rA : A → rA şi hA : A → hA R- şi H-replicile lui A. În virtutea faptului

că L este o (Epi ∩Mu)-varietate, rA, hA ∈ |L|. Deci rA ∈ |L ∩ R| şi hA ∈ |L ∩ H|. Deoarece

L∩R = L∩H (Teorema 13.1.2), deducem că rA şi hA aparţin subcategoriei L∩R∩H. Există

deci două morfisme v : rA→ hA şi u : hA→ rA astfel ı̂ncât

hA = v · rA, (1)

rA = u · hA. (2)

Se verifică că v = u−1.

B. Fie A ∈ |L|, rA : A → rA şi hA : A → hA R- şi H-replicile lui A. Deoarece rA ∈ εR,
rezultă că rA ∈ |L ∩ R| = |L ∩ H|. Atunci

rA = u · hA (3)
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pentru un u. Din egalitatea scrisă deducem, că hA ∈ εR. Deci hA ∈ |L ∩ H| = |L ∩ R|. Astfel

hA = v · rA (4)

penru un v. Se verifică că u = v−1.

C ⇒ B. Deoarece L ∩R ⊂ R, rezultă că εR ⊂ ε(L ∩R).

D. Din condiţiile L ∩ Γ̄0 ⊂ R şi L ∈ Rf (εΓ̄0) rezultă că L ⊂ ρ(R, Γ̄1), unde Γ̄1 = R ∨ Γ̄0

(vezi Lema 13.1.1).

Fie H ∈ Nd(R,L), A ∈ |L|, rA : A → rA şi hA : A → hA R- şi H-replicile lui A. Atunci

rA = ḡA1 ∈ εΓ̄0. Astfel rA ∈ |L ∩ R| = |L ∩ H|.
Deci

rA = u · hA (1)

pentru un u. Din egalitatea scrisă rezultă că hA ∈ εΓ̄0. Astfel hA ∈ |L ∩ H| = |L ∩ R|, şi

hA = v · rA (2)

pentru un v. Se verifică că u = v−1.

E. Deoarece h(L) ⊂ L, deducem că functorul reflector t : C2V → L∩H poate fi scris t = h · l.
Fie A ∈ |L|, rA : A→ rA, hA : A→ hA R- şi H-replicile lui A, şi lrA : rA→ lrA L-replica

lui rA. Atunci hA ∈ |L ∩ H| = |L ∩ R|. Deci

hA = v · rA (3)

pentru un v. Deoarece H ∈ Nd(R,L), R = L ∗sr H. Deci lrA ∈ |H|. şi

lrA · rA = w · hA (4)

pentru un w. Din aceste egalităţi obţinem

lrA = w · v. (5)

Din (3) rezultă că v ∈ εH, şi din (5) că v ∈ εL. Astfel f ∈ εL ∩ εH = Iso.
F ⇒ E. Evident. ↑
13.3.2. Propoziţie. Fie R ∈ R, L ∈ Nm(R), şi H ∈ Nd(R,L). Următoarele afirmaţii

sunt echivalente:

1. H ∈ Nλ(R,L).

2. Pentru orice obiect A ∈ |L| rA ≥ hA.
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↓ 1 ⇒ 2. Fie A ∈ |L|, rA : A → rA şi hA : A → hA R- şi H-replicile lui A. Deoarece

hA ∈ |H| ⊂ |λR(L)|,
hA = v · rA (1)

pentru un v. Deci rA ≥ hA.

2⇒ 1. Fie Z ∈ |H|, A ∈ |L|, rA : A→ rA R-replica lui A, şi f : A→ Z.

Atunci

hA = v · rA (2)

pentru un v, şi

f = w · hA (3)

pentru un w. Astfel

f = w · v · rA. ↑ (4)

13.3.3. Teorema. Fie L, Γ̄0 ∈ R,R ∈ Rs
f (εL) şi ḡ0(L) ⊂ L. Următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

1. R ⊂ Rs
fḡ(εL).

2. L ∩ Γ̄0 ⊂ R.
3. R = L ∗sr (R∨ Γ̄0).

↓ 1⇒ 2. Deoarece R ⊂ Rs
fḡ(εL), rezultă că există Γ ∈ R, Γ̄o ⊂ Γ astfel ı̂ncât R = L ∗sr Γ.

Atunci

L ∩ Γ̄0 ⊂ L ∩ Γ = L ∩R.

Egalitatea este scrisă ı̂n virtutea Teoremei 13.1.2.

2⇒ 3. Fie Γ̄1 = R∨ Γ̄0 şi o să demonstrăm că R = L ∗sr Γ̄1.

R ⊂ L ∗sr Γ̄1. Fie A ∈ |R|, şi lA : A → lA L-replica lui A. Deoarece R ∈ Rf (εL)

lA ∈ |R| ⊂ |R ∨ Γ̄0| = |Γ̄1|.
L ∗sr Γ̄1 ⊂ R. Fie A ∈ |L ∗sr Γ̄1|, şi lA : A→ lA L-replica lui A. Atunci lA ∈ |Γ̄1|.
Deoarece se ı̂ndeplinesc toate condiţiile Lemei 13.1.1 din implicaţia 2 ⇒ 5 L ∈ ρ(R, Γ̄1).

Astfel lA ∈ |R|, deci A ∈ |R|. Astfel am demomstrat că R = L ∗sr (R∨ Γ̄0).

3⇒ 1. Evident. ↑
13.3.4. Teoremă. Pentru R ∈ Rs

f (εL) sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. Fie că subcategoriile L şi R verifică una din condiţiile B-D ale Lemei 13.3.1. Atunci

Nd(R,L) = Nλ(R,L).

2. Fie că L este o (Epi ∩Mu)-varietate. Atunci Nd(R,L) = Nλ(R,L).

3. Fie L ∈ Rc şi L ∩ Γ0 ⊂ R. Atunci Nd(R,L) = Nλ(R,L). ↑
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13.3.5. Teoremă. Fie R, Γ̄0 ∈ R,L ∈ Nm(R),L ∈ Rf (εΓ̄0) şi L∩ Γ̄0 ⊂ R. Sunt adevărate

următoarele afirmaţii:

1. Nd(R,L) = Nλ(R,L).

2. Functorii l : C2V → L şi r : C2V → R comută: l · r = r · l.
3. Fie εL ∩ εΓ̄0 = Iso. În particular, dacă Γ̄0 ∈ R(I ′′(L)), atunci

Nḡ(R,L) = {H ∈ R|R ∨ Γ̄0 ⊂ H ⊂ λR(L)}.

4. Fie (K,L) ∈ Pc. Atunci:

a) functorii k şi r comută: k · r = r · k, iar (K,R) este o TTRD;

b) dacă (T ,F) ∈ Pc şi L ⊂ F , atunci functorii t şi r comută: t · r = r · t, şi (T ,R) este o

TTRD.

↓ 1. Deoarece ḡ0(L) ⊂ L, atunci ḡ0(L) ⊂ L∩ Γ̄0 ⊂ R, şi din Lema 13.1.1 (implicaţia 2⇒ 5)

L ⊂ ρ(R, Γ̄1). Astfel QεR(L) ⊂ QεΓ̄0
(L) ⊂ L, sau L ⊂ Rf (εL). Am verificat condiţia B a Lemei

13.3.1. În virturea Teoremei 13.3.4 p. 1 Nd(R,L) = Nλ(R,L).

2. Conform Teoremei 10.2.1 este suficient de verificat că l(R) ⊂ R şi r(L) ⊂ L.
l(R) ⊂ R. Deoarece R = L ∗sr R.
r(L) ⊂ L. Deoarece L ⊂ ρ(R, Γ̄1) avem r(L) = ḡ1(L) ⊂ L.
3. Avem L ⊂ ρ(R,R∨ Γ̄0), şi ı̂n virtutea Lemei 13.1.1 R∨ Γ̄0 ⊂ λR(L).

Fie H ∈ Nḡ(R,L). Atunci Γ̄0 ⊂ H. Să verificăm, că R ⊂ H. Fie A ∈ |R|, şi lA : A→ lA şi

hA : A→ hA L- şi H-replicile lui A. Deoarece lA ∈ |L ∩ R| = |L ∩ H|

lA = v · hA (1)

pentru un v. Din egalitatea scrisă obţinem

lA ∈ εL ∩ εH ⊂ εL ∩ εΓ̄0 = Iso.

Incluziunea H ⊂ λR(L) este adevărată ı̂n virtutea Teoremei 13.3.4 p.1.

4a. În virtutea Teoremei 10.2.2 functorii k şi r comută. Mai departe, R ∈ Rs
f (εL), deci

R = K ∗d R, sau (K,R) este TTRD.

4b. În virtutea Teoremei 11.1.11.

13.3.6. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc,R ∈ Rs
f (εL), iar L ∩ Γ0 ⊂ R. Atunci:

1. L ⊂ ρ(R, T ) pentru orice T ∈ Nd(R,L).

2. Nd(R,L) = Nλ(R,L).

3. Ng(R,L) = {Γ ∈ R|R ∨ Γ0 ⊂ Γ ⊂ λR(L)}.
4. Functorii k : C2V → K, l : C2V → L şi r : C2V → R comută: k · r = r · k şi l · r = r · l.
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5. Pentru T ∈ Kc şi K ⊂ T functorii t : C2V → T şi r comută: t · r = r · t. ↑
13.3.7. Teoremă. Fie S subcateoria spaţiilor cu topologie slabă, şi R ∈ Rs

f (εS). Atunci:

1. S ⊂ ρ(R, T ) pentru orice T ∈ Nd(R,S).

2. Nd(R,S) = Nλ(R,S).

3. Ng(R,S) = {Γ ∈ R(Mp)|R ∨ Γ0 ⊂ Γ ⊂ λR(S)}.
4. Rs

f (εS) = Rs
fg(εS).

5. λR(S) ⊂ R(Mp).

6. Functorul m : C2V → M̃, s : C2V → S şi r : C2V → R comută: m · r = r ·m şi s · r = r · s.
7. Pentru T ∈ Kc şi K ⊂ T functorii t : C2V → T şi r comută: t · r = r · t.
8. S este unica subcategorie c-reflectivă L pentru care Rs

f (εL) = Rs
fg(εL).

9. Fie T ∈ Rc şi T ∩ Γ0 ⊂ R. Atunci R∨ Γ0 ∈ Nd(R, T ). ↑
13.3.8. Teoremă.Fie L ∈ Rc. Atunci SεL(L ∩ Γ0) este cel mai mic element al clasei

Rs
fg(εL).

↓ Vezi 9.4. ↑
13.3.9. Teoremă. Fie L ∈ R(Eu), R ∈ Rs

fg(εL) şi (E, t) ∈ |R|. Atunci pentru orice topolo-

gie u local convexă cu proprietatea l(t) ≤ u ≤ m(t), unde (E, l(t)) este L-replica şi (E,m(t))

este M̃-coreplica obiectului (E, t), avem (E, u) ∈ |R|. În particular, Rs
fg(εL) ⊂ Rs(εS) şi

M̃ ∩R ∈ R(M̃).

↓ Fie R ∈ Rs
fg(L), A ∈ |R|, b : X → A ∈ εS, iar lX : X → lX şi lA : A → lA L-replicile

obiectelor respective. Atunci

lA · b = l(b) · lX . (1)

Avem lA · b ∈ Eu ∩Mu. Deci l(b) ∈ Eu. Mai departe, lA · b ∈ Mu şi lX ∈ Epi, deci l(b) ∈ Mu.

Astfel l(b) ∈ Eu ∩ Mu. Există un Γ ∈ Ng(R,L) ce ne conduce la faptul că lA ∈ |Γ|, iar ı̂n

virtutea Teoremei 12.4.4 şi lX ∈ |Γ|, sau X ∈ |R|. ↑
13.3.10. Corolar. Fie L ∈ R(Eu). Aplicaţia R 7→ ϕ(R) = QεS(R) definită pe clasa Rs

fg(L)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (εS)

ϕ : Rs
fg(εL)→ Rs

f (εS).

↓ În virtutea Teoremelor 13.3.9 şi 9.4.11 ↑
13.3.11. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R ∈ Rs

f (εL). Atunci pentru orice H ∈ Nd(R,L)

are loc egalitatea

R = K ∗d (L ∩H).

398



↓ În virtutea Teoremei 12.3.9 avem R = K ∗d (L ∩R), şi ı̂n baza Teoremei 13.1.2 L ∩R =

L ∩H. ↑
13.3.12. Teoremă. Fie R ∈ R, şi L ∈ Nm(R). Atunci pentru orice două elemente

T ∈ Ns(R,L) şi H ∈ Nd(R,L) are loc egalitatea

R = T ∗sr H.

↓ Menţionăm, că T ∈ Ns(R,L) ⇔ (T ⊂ L şi R ∈ Rs
f (εT )), şi H ∈ Nd(R,L) ⇔ L ∩ R =

L ∩H.
R ⊂ T ∗sr H. Fie A ∈ |R|. Atunci tA ∈ |T ∩ H| ⊂ |L ∩ H|. Deci tA ∈ |H|.
T ∗sr H ⊂ R. Fie A ∈ |T ∗sr H|. Atunci tA ∈ |T ∩ H| ⊂ |L ∩H| = |L ∩ R|. Deci tA ∈ |R|,

şi A ∈ |R|. Deoarece R ∈ Rs
f (εT ). ↑

13.3.13. Indicăm schematic Teorema 13.3.4 pentru L, T ∈ Rc.

Figura 13.3.1

13.3.14. Pentru R ∈ R şi două elemente L, T ∈ Nm(R) cu condiţia că L ⊂ T indicăm

nucleele lor.
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Figura 13.3.2

13.3.15. Referitor la teorema 13.3.8. a) Cazul L = S. b) Cazul general.

a)
b)

Figura 13.3.4

Domeniul haşurat constă din elementele ce nu conţin elementul L ∩ Γ0.

13.3.16. Interpretăm schematic rezultatele acestui paragraf:

a) L ∈ Rc. b) L ∩ Γ0 ⊂ R. c) L = S.
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13.4. Subcategoria L ∨R,L ∈ Nm(R)

13.4.1. Teoremă. Fie L ∈ Nm(R), (P ′′, I ′′) = (P ′′(L), I ′′(L)), Γ ∈ R(I ′′), R = T ∗sr Γ,

L ⊂ T , g(T ) ⊂ T , şi U = L ∨R. Atunci:

1. T ⊂ U .
2. R ⊂ Γ ⊂ λR(T ).

3. T ⊂ ρ(R,Γ). În particular,

Nd(R, T ) = Nλ(R, T ).

↓ 1. Fie tX : X → tX, rX : X → rX şi uX : X → uX T - R-replicile lui X. Atunci

rX = ruX · uX . (1)

Dacă gtX : tX → gtX este Γ-replica lui tX, apoi gtX ∈ |T ∩ Γ| ⊂ |R|. Astfel

gtX · tX = f · rX (2)

pentru un f. Egalitatea (2) poate fi scrisă

(f · ruX) · uX = gtX · tX , (3)
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unde uX ∈ P ′′, iar gtX ∈ I ′′. Deci

tX = h · uX , (4)

f · ruX = gtX · h (5)

pentru un h. Egalitatea (4) arată că T ⊂ U .

X

tX gtX

rX

uX

r uX

gtX

t

f
h

X

u

r

X

X

Figura 13.4.1

2. R ⊂ Γ. Fie A ∈ |R|. Atunci tA ∈ |R ∩ Γ|. Deoarece tA ∈ P ′′ A ∈ |Γ| (vezi Teorema

12.4.1 p.4). Astfel R ⊂ Γ.

Γ ⊂ λR(T ). Fie A ∈ |T |, rA : A → rA R-replica, şi f : A → Z, unde Z ∈ |Γ|. Deoarece

rA = gA, f se extinde prin rA.

3. Fie A ∈ |T |. Atunci gA ∈ |T ∩ Γ| ⊂ |R|. Deci condiţia R ⊂ Γ rezultă că rA ∈ |Γ|. Deci

rA = gA. ↑

13.5. Exemple şi probleme

13.5.1. Notaţii. Fie P şi T două subclase ale clasei R. Notăm

Pd = {H ∈ R|∀R ∈ T avem R ∈ Rs
f (εH)},

Ts = {H ∈ R|∀R ∈ T avem H ∈ Rs
f (εR)}.

13.5.2. Exerciţii. Pentru orice subclase nevide P,P1 şi T,T1 ale clasei R sunt adevărate

următoarele afirmaţii:

1. C2V ∈ Pd.
2. C2V ∈ Ts.
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3. Dacă P ⊂ P1, atunci Pd1 ⊂ Pd.
4. Dacă T ⊂ T1, atunci Ts1 ⊂ Ts.
5. P ⊂ Pds.
6. T ⊂ Tsd.
7. Pd = Pdsd.
8. Ts = Tsds.
9. Fie R ∈ Rs

f (εL). Atunci {T ∈ R|L ⊂ T } ⊂ Ls.
10. C2Vd = R.
11. Rs = {C2V}.
12. C2Vs = R.
13. Rd = {C2V}.
14. {lΓ0}d ⊂ R(Eu).
13.5.3. Exerciţii. Fie L ∈ Nm(R),B = SI′′(L)(R). Atunci:

1. R = B ∗sr λR(B).

2. R = B ∗sr R.
13.5.4. Notaţii. Fie L ∈ R, şi Rs

fg(εL) = Rs
f (εL) ∩ Rf (εΓ0). Atunci

Rsm
f (εL) = Rs

f (εL) ∩ Rs(εS).

13.5.5. Exerciţii. 1. Fie Rs
fg(εL) = Rs

f (εL) ∩ Rf (εΓ0). Atunci Rsm
fg (εL) ⊂ Rsm

f (εL).

2. Aplicaţia

ϕ : Rsm
f (εL)→ Rs

f (εL),

unde ϕ(R) = QεS(R) pentru R ∈ Rsm
f (εL), este monotonă.

13.5.6. Definiţie. Fie P şi T două subclase ale clasei R. Se spune că (P,T) formează o

pereche de clase saturate, dacă P = Ts şi T = Pd.
13.5.7. Exemple. (C2V ,R) şi (R, C2V) formează perechi de clase saturate.

13.5.8. Probleme. 1. Fie B,L ∈ R şi R ∈ Rs
f (εL). Intotdeauna Nd(R,L) = Nλ(R,L)?

2. În ce condiţii clasa Nm(R) posedă cel mai mic element?

3. Fie Γ ∈ R(Mp). Este adevărat oare că Nm(Γ) ⊂ R(Eu)?
4. Fie B,L ∈ R,R ∈ Rs

f (εL) şi L ⊂ B. În ce condiţii (Ns(R,B), Nd(R,B)) formează o

pereche de clase saturate?

5. Ipoteză. Fie L1 şi L2 două elemente diferite ale laticei R. Atunci Rs
f (εL1) şi Rs

f (εL2)

sunt diferite.
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Capitolul 14. Teoreme de izomorfism

14.1. Izomorfismul laticelor R(K), Rs
f(εL) şi R(L), (K,L) ∈ Pc

14.1.1. În cap. 14 apar deseori clasele K(K),R(K),K(L) şi R(L) (sau subclase ale acestor

clase) pentru K ∈ K şi L ∈ R. Clasele K(K) şi R(L) au următoarele descrieri:

K(T ) = {T ∈ K|T ⊂ K},R(L) = {U ∈ R|U ⊂ L}.
Exemple simple de elemente ale clasei R(K) ne indică Propoziţia 6.5.11.

Fie M̃ ⊂ K şi Γ ∈ R(Mp). Atunci K ∩ Γ ∈ R(K).

Notaţii. Fie K ∈ K şi L ∈ R,A(µK) (respectiv: B(εL)) clasa subcategoriilor U (respectiv:

V) a categoriei C2V cu proprietăţile:

1. U = SµK(U) = QµK(U) (respectiv: V = SεL(V) = QεL(V)).

2. K ∩ U ∈ R(K) (respectiv: L ∩ V ∈ K(L)).

Teoremă. 1. Aplicaţia

T 7→ ϕ1(T ) = QµK(T ) pentru T ∈ R(K)

ia valori ı̂n clasa A(µK).

2. Aplicaţia

U 7→ ψ1(U) = K ∩ U pentru U ∈ A(µK)

ia valori ı̂n clasa R(K).

3. Aplicaţiile ϕ1 şi ψ1 sunt reciproc inverse.

R(K) A(µK) R(K).-
ϕ1 -

ψ1

↓ 1-2. Evident.

3. ψ1 · ϕ1 = 1. Evident.

ϕ1 · ψ1 = 1. Fie U = A(µK). Atunci ϕ1ψ1(U) = ϕ1(K ∩ U).

ϕ1(K ∩ U) ⊂ U . Fie A ∈ |ϕ1(K ∩ U)|. Există un obiect Z ∈ |K ∩ U| şi un morfism b : Z →
A ∈ µK. Astfel Z ∈ |U|, b ∈ µK şi U = QµK(U). Deci A ∈ |U|.
U ⊂ ϕ1(K ∩ U). Fie A ∈ |U| şi kA : kA → A K-coreplica lui A. Atunci kA ∈ |K ∩ U| şi

kA ∈ µK. Deci A ∈ |ϕ1(K ∩ U)|. ↑
14.1.1* Teoremă.1. Aplicaţia

V 7→ ϕ̄(V) = SεL(V) pentru V ∈ K(L)
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ia valori ı̂n clasa B(εL).

2. Aplicaţia

T 7→ ψ̄(T ) = L ∩ T pentru T ∈ B(εL)

ia valori ı̂n clasa K(L).

3. Aplicaţiile ϕ̄ şi ψ̄ sunt reciproc inverse.

K(L) B(εL) K(L). ↑-
ϕ̄

-
ψ̄

14.1.2. Notaţii. Fie K ∈ K şi L ∈ R,C(µK) (respectiv: D(εL)) clasa subcategoriilor U
(respectiv: V) a categoriei C2V cu următoarele proprietăţi:

1. U = SµK(U) = QµK(U) (respectiv: V = SεL(V) = QεL(V)).

2. K ∩ U ∈ K(K) (respectiv: L ∩ V ∈ R(L)).

Teoremă. 1. Aplicaţia

V 7→ ϕ̄1(V) = QµK(V) pentru V ∈ K(K)

ia valori ı̂n clasa C(µK).

2. Aplicaţia

T 7→ ψ̄1(T ) = K ∩ T pentru T ∈ C(µK)

ia valori ı̂n clasa K(K).

3. Aplicaţiile ϕ̄1 şi ψ̄1 sunt reciproc inverse.

K(K) C(µK) K(K).-
ϕ̄1 -

ψ̄1

↓ 1− 2. Evident.

3. ψ̄1 · ϕ̄1 = 1. Evident.

ϕ̄1 · ψ̄1 = 1. Fie V ∈ C(µK). Atunci ϕ̄1 · ψ̄1(V) = ϕ̄1(K ∩ V).

ϕ̄1(K∩V) ⊂ V . Fie A ∈ |ϕ̄1(K∩V)|. Există Z ∈ |K∩V| şi b : Z → A ∈ µK. Atunci A ∈ |V|.
V ⊂ ϕ̄1(K ∩ V). Fie A ∈ |V| şi kA : kA → A K-coreplica lui A. Atunci kA ∈ |K ∩ V| şi

A ∈ |V|. ↑
14.1.2*. Teoremă. 1. Aplicaţia

T 7→ ϕ(T ) = SεL(T ) pentru T ∈ R(L)

ia valori ı̂n clasa D(εL).
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2. Aplicaţia

V 7→ ψ(V) = L ∩ V pentru V ∈ D(εL)

ia valori ı̂n clasa R(L).

3. Aplicaţiile ϕ şi ψ sunt reciproc inverse.

R(L) D(εL) R(L). ↑-
ϕ

-
ψ

14.1.3. Fie (K,L) ∈ Pc. Atunci µK = εL şi ı̂n virtutea Teoremei 11.3.16 deducem: pentru

R ∈ R(K) avem: V̄ = K ∗dc R = QεL(R) = QεL(K ∩ V̄). Astfel aplicaţia ϕ1 ia valori ı̂n clasa

Rs
f (εL) şi A(µK) = Rs

f (εL)

ϕ1 : R(K)→ Rs
f (εL).

Dacă ne referim la Teorema duală, atunci pentru T ∈ K(L) avem:

W = T ∗sc L = SµK(T ) = SµK(W̄ ∩ L).

Astfel aplicaţia ϕ̄ ia valori ı̂n clasa Ks
f (µK) şi B(εL) = Ks

f (µK)

ϕ̄ : K(L)→ Ks
f (µK).

Din Teorema 9.4.17 şi duala sa deducem: Pentru T ∈ K(K) avem ϕ̄1(T ) = QµK(T ) = T ∗scL
şi C(µK) = Ks

f (µK) (Teorema 9.4.17* p.1).

Pentru R ∈ R(L) avem ϕ(R = SεL(R) = K ∗d R şi D(εL) = Rs
f (εL) (Teorema 9.4.17 p.1).

ϕ̄1 : K(K)→ Ks
f (µK), ϕ : R(L)→ Rs

f (εL).

14.1.4. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc. Atunci:

1. Aplicaţia

U 7→ ϕ1(U) = QεL(U) pentru U ∈ R(K)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (εL).

2. Aplicaţia

R 7→ ψ1(R) = K ∩R pentru R ∈ Rs
f (εL)

ia valori ı̂n clasa R(K).

3. Aplicaţiile ϕ1 şi ψ1 sunt reciproc inverse.

R(K) Rs
f (εL) R(K).-

ϕ1 -
ψ1
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4. Aplicaţia

H 7→ ϕ(H) = SεL(H) pentru H ∈ R(L)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (εL).

5. Aplicaţia

R 7→ ψ(R) = L ∩R pentru R ∈ Rs
f (εL)

ia valori ı̂n clasa R(L).

6. Aplicaţiile ϕ şi ψ sunt reciproc inverse.

R(L) Rs
f (εL) R(L).-

ϕ
-

ψ

7. Pentru orice element R ∈ Rs
f (εL) categoriile ψ1(R) şi ψ(R) formează o pereche de

subcategorii conjugate a categoriei R. În particular, categoriile ψ1(R) şi ψ(R) sunt izomorfe.

În particular, categoriile ψ1(T ) şi ψ(T ) sunt izomorfe.

Deoarece R(L) ⊂ R, ψϕ1(U) este o subcategorie reflectivă a categoriei C2V . ↑
14.1.4*. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc. Atunci:

1. Aplicaţia

V 7→ ϕ̄1(V) = QµK(V) pentru V ∈ K(K)

ia valori ı̂n clasa Ks
f (µK).

2. Aplicaţia

T 7→ ψ̄1(T ) = K ∩ T pentru T ∈ Ks
f (µK)

ia valori ı̂n clasa K(K).

3. Aplicaţiile ϕ̄1 şi ψ̄1 sunt reciproc inverse.

K(K) Ks
f (µK) K(K).-

ϕ̄1 -
ψ̄1

4. Aplicaţia

H 7→ ϕ̄(H) = SµK(H) pentru H ∈ K(L)

ia valori ı̂n clasa Ks
f (µK).

5. Aplicaţia

T 7→ ψ̄(T ) = L ∩ T pentru T ∈ Ks
f (µK)

ia valori ı̂n clasa K(L).
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6. Aplicaţiile ϕ̄ şi ψ̄ sunt reciproc inverse.

K(L) Ks
f (µK) K(L).-

ϕ̄
-

ψ̄

7. Pentru orice element T ∈ Rs
f (µK) subcategoriile ψ̄1(T ) şi ψ̄(T ) formează o pereche de

subcategorii conjugate a categoriei T .

↑

14.1.5. ψϕ1(U)-replica pentru U ∈ R(K). Avem ψϕ1(U) ∈ R(L). Atunci ψϕ1(U) =

ψ(QεL(U)) = L ∩ QεL(U). Fie kA : kA → A K-coreplica, ukA : kA → ukA U-replica, şi

lukA : ukA→ lukA L-replica obiectelor respective. Mai departe,

lukA · ukA = vA · kA (1)

pentru un vA : A→ lukA. Atunci

vA = fA · lA

pentru un morfism fA şi

fA = vlA.

kA

A luk =luklAA

ukA

lA

u

k
l

l
A

A
ukA

vA

f   = v
AA

kA

Figura 14.1.2

Teoremă. Fie A ∈ |L|. Atunci vA : A → lukA este ψϕ1(U)-replica lui A pentru U ∈
R(K). ↑

14.1.5*. ψ̄1ϕ̄(U)-coreplica pentru U ∈ K(L). Avem ψ̄1ϕ̄(U) = ψ̄1QµK(U) = K ∩Qµ(U).

Fie lA : A → lA L-replica, ulA : ulA → lA U -replica lui lA, iar kulA : kulA → ulA K-

coreplica lui ulA. Atunci

ulA · kulA = lA · vA (1)

pentru un vA : kulA→ lA.
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kulkA=kulA

A lA

ulA

kA u

k

v

vA

l
k A

A

ulA

kA

lA

Figura 14.1.3

Teoremă. vA : kulA→ A este ψ̄1ϕ̄(U)-coreplica lui A pentru U ∈ K(L). ↑
14.1.6. ψ1ϕ(V)-replica pentru V ∈ R(L). Atunci ψ1ϕ(V) = ψ1SεL(V) = K ∩ SεL(V). Fie

lA : A→ lA L-replica lui A, vlA : lA→ vlA V-replica lui lA, iar kvlA : kvlA→ vlA K-coreplica

lui vlA. Atunci

vlA · lA = kvlA · uA (1)

pentru un uA : A→ kvlA.

A

kvlA vlA

lA

v

l

uA

k
vlA

A

lA

Figura 14.1.4

Teoremă. uA : A→ kvlA este ψ1ϕ(V)-replica lui A pentru V ∈ R(L). ↑
14.1.6*. ψ̄ϕ̄1(U)-coreplica pentru U ∈ K(K). Avem ψ̄ϕ̄1(U) = ψ̄QµK(U) = L ∩QµK(U).

Fie A ∈ |L|. kA : kA → A K-coreplica lui A, ukA : ukA → kA U -corpelica lui kA, şi

lukA : ukA→ lukA L-replica lui ukA. Atunci

kA · ukA = vA · lukA (1)

pentru un vA : lukA→ A.

ukA

lukA A

kA

k

u

l A

v
A

kA

A

Figura 14.1.5
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Teoremă. Fie A ∈ |L|. Atunci vA : lukA → A este ψ̄ϕ̄1(U)-coreplica lui A pentru U ∈
K(K). ↑

Izomorfismul laticelor R(P) şi Rs
f (µP),P ∈ Kp

14.1.7. Notaţii. 1. Fie Kp clasa subcategoriilor coreflective P pentru care functorul

coreflector p : C2V → P comută cu produsele (vezi 6.1.9).

1∗. Fie Rs clasa subcategoriilor reflective R pentru care functorul reflector r : C2V → R
comută cu sumele.

2. Fie Kc
r clasa tuturor perechilor (P ,R), unde P ∈ Kp şi perechea (P ,R) verifică una din

condiţiile echivalente ale Propoziţiei 11.1.14: p(R) ⊂ R ⇔ r(R) ⊂ R..
2∗. Fie Rc

r clasa tuturor perechilor (P ,R), unde R ∈ Rs şi perechea (P ,R) verifică una din

condiţiile echivalente ale Propoziţiei 11.1.14.

14.1.8. Teoremă. Fie P ∈ Kp,R ∈ R şi T = QµP(R). Sunt adevărate următoarele

afirmaţii:

1. T ∈ Rf (µP).

2. tA = rA pentru orice obiect A ∈ |P|.
3. (P ,R) ∈ Rc

r ⇔ (P , T ) ∈ Rc
r.

↓ 1. T ∈ R. Să verificăm că subcategoria T este ı̂nchisă ı̂n raport cu produse şi Mf -

subobiecte. Fie Xi ∈ |T |, i ∈ I. Există obiectele Ai ∈ |R| şi morfismele bi : Ai :→ Xi ∈ µP , i ∈
I. Examinăm P-coreplicile ti : pAi → Ai. Atunci bi · ti : pAi → Xi sunt P-coreplicile obiectelor

Xi, i ∈ J . Fie t = Πti : B → A şi b = Πbi : A → X. Atunci B ∈ |P| şi b · t : B → X este

P-coreplica lui X. Deoarece b ∈Mono, rezultă că b ∈ µP şi A ∈ |R|. Deci ΠXi ∈ |QµP(R)|.

pA A X

B A X

t b

b=Пbt t=П

i i i
i i

ii

Figura 14.1.6

Să verificăm că QµP(R) este ı̂nchisă ı̂n raport cu Mf -subobiecte. Fie Y ∈ |QµP(R)| şi

m : X → Y ∈Mf . Există un obiect A ∈ |R| şi un morfism b : A→ Y ∈ µP . Fie

m · b′ = b ·m′

pătratul cartezian construit pe morfismele m şi b.
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X Y

Z A

m

m

bb

Figura 14.1.7

Atunci m
′ ∈Mf . Deci Z ∈ |R|. Deoarece b

′ ∈ µP , deducem că X ∈ |T |.
T ∈ Rf (µP). Evident.

2. Fie A ∈ |P|, tA : A→ tA şi rA : A→ rA T - şi R-replica obiectului A. Exsită Z ∈ |R| şi

b : Z → tA ∈ µP . Atunci

tA = b · f

pentru un f. Deoarece R ⊂ T
f = g · tA

pentru un g. Atunci b = f−1 şi tA ∈ |R|. În acest caz

tA = u · rA

pentru un u. Deoarece R ⊂ T , apoi

rA = v · tA

pentru un v. Astfel u = v−1 şi tA = rA.

Z

A tA

rA

b

u

g

v

f

r

t

A

A

Figura 14.1.8

3. Rezultă din p.2. ↑
14.1.9. Teoremă. Fie P ∈ Kp,B ∈ Bic şi T = QB(P). Sunt adevărate următoarele

afirmaţii:

1. T ∈ Kp.
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2. Pentru R ∈ Rf (B) şi (P ,R) ∈ Pcr, avem (T ,R) ∈ Kc
r.

↓ 1. T ∈ Kp. Fie X ∈ |C2V|, pX : pX → X P-coreplica lui X şi

pX = tX · bX

(B,B⊥)-factorizarea lui pX . Atunci tX ∈ |T |.
Să verificăm că tX : tX → X este T -coreplica lui X. Fie A ∈ |T | şi f : A → X ∈ C2V .

Există un obiect Z ∈ |P| şi un morfism b : Z → A ∈ B. Atunci

f · b = pX · u

pentru un u. Avem

f · b = tX · (bX · u)

cu b ∈ B şi tX ∈ B⊥. Deci b ⊥ tX . Astfel

bX · u = v · b,

f = tX · v

pentru un v. Deci f se factorizează prin tX .

XpX

tX

Z A

p

b t

X

X X
fu

v

Figura 14.1.9

Condiţia că T este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele rezultă din faptul că atât subcategoria P
cât şi clasa B sunt ı̂nchise ı̂n raport cu produsele.

2. r(T ) ⊂ T cu condiţia că R ∈ Rf (B). Fie X ∈ |T |. Există A ∈ |P| şi b : A→ X ∈ B. Fie

rA : A→ rA R-replica lui A şi

b
′ · rA = t · b

pătratul cocartezian construit pe morfismele b şi rA. Atunci b
′ ∈ B. Deci T ∈ |R|. Deoarece

t ∈ εR şi T ∈ |R|, deducem că t este R-replica lui X : T = rX
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X

rA T=rX

A

rA t RÎe

Figura 14.1.10

Astfel A ∈ |P|. Deci rA ∈ |P| şi rX ∈ |T |. ↑
14.1.10. Corolar.1. Pentru QB(M̃) cu B ∈ Bic avem:

a) QB(M̃) ∈ Kp.

b) Deoarece M̃ ⊂ QB(M̃) pentru Γ ∈ R(Mp) g(QB(M̃)) ⊂ QB(M̃). Deci (QB(M̃),Γ) ∈
Kc
r.

2. Pentru QB(T on) cu B ∈ Bic avem:

a) QB(T on) ∈ Kp.

b) lΓ0 ⊂ Rs
f (εS) (vezi 16.2). Astfel pentru orice B ∈ Bic, gl(QB(T on)) ⊂ QB(T on), unde

gl : C2V → lΓ0 este functorul reflector. Deci (QB(T on), lΓ0) ∈ Pcr. ↑
14.1.11. Teoremă. Fie (P ,R) ∈ Pcr şi T = QµP(R). Atunci:

1. T ∈ Rs
f (µP).

2. T = QµP(R).

3. T este cel mai mic element al clasei Rs
f (µP) ce conţine subcategoria R.

↓ 1. T ∈ Rs
f (µP). Fie Y ∈ |T | şi b : X → Y ∈ µP . Există obiectul A ∈ |R| şi un morfism

b1 : A → Y ∈ µP . Dacă pA : pA → A este P-coreplica lui A, atunci b1 · pA : pA → Y este

P-coreplica lui Y şi

b1 · pA = b · f

pentru un f. În virtutea ipotezei p(R) ⊂ R avem pA ∈ |R| şi f ∈ µP . Deci X ∈ |T |.

X

A Y

pA

p

f

A

Figura 14.1.11
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2. T ⊂ QµP(T ). Fie A ∈ |T |. Există un obiect Z ∈ |R| şi un morfism b : Z → A ∈ µP .
Dacă pZ : pZ → Z este P-replica lui Z, atunci b · pZ : pZ → A este P-replica lui A şi pZ ∈ |T |,
deoarece T ∈ Rs(µP). Astfel A ∈ QµP(T ).

QµP(T ) ⊂ T . Fie A ∈ |QµP(T )|. Există un obiect Z ∈ |T | şi un morfism b : Z → A. Pentru

obiectul Z există un obiect T ∈ |R| şi un morfism b1 : T → Z ∈ µP . Atunci b ·b1 : T → A ∈ µP
şi T ∈ |R|. Deci A ∈ |T |.

3. În primul rând, menţionăm că R ⊂ T = QµP(R). Fie U ∈ Rs
f (µP) şi R ⊂ U . O să

verificăm, că şi T ⊂ U . Într-adevăr, fie A ∈ |T |. Există Z ∈ |R| şi un morfism b : Z → A ∈ µP .
Atunci Z ∈ |U| şi, deoarece U ∈ Rf (µP), rezultă că şi A ∈ |U| ↑

14.1.12. Teoremă. Fie P ∈ Kp. Atunci:

1. Aplicaţia

U 7→ ϕ1(U) = QµP(U) pentru U ∈ R(P)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (µP).

2. Aplicaţia

V 7→ ψ1(V) = P ∩ V pentru U ∈ Rs
f (µP)

ia valori ı̂n clasa R(P).

3. Aplicaţiile ϕ1 şi ψ1 sunt reciproc inverse.

R(P) Rs
f (µP) R(P).-

ϕ1 -
ψ1

↓ 1. ϕ1(U) ∈ R. Să verificăm că subcategoria ϕ1(U) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produse şiMf -

subobiecte. Fie Ai ∈ |ϕ(U)|, i ∈ J . Există obiectele Zi ∈ |U| şi morfismele bi : Zi → Ai ∈ µP ,
i ∈ J . Atunci bi este P-coreplica lui Ai. Fie b = Πbi : Z → A. Atunci b este P-coreplica lui A.

Se verifică, că Z ∈ |U|. Astfel A ∈ ϕ1(U|.
Fie A ∈ ϕ1(U| şi m : X → A ∈ Mf . Atunci există b ∈ Z → A ∈ µP şi b este P-coreplica

lui A. Fie

m · b′ = b ·m′
(1)

pătratul cartezian construit pe morfismele m şi b, şi pT : pT → T P-coreplica lui T. Atunci

b
′ · pT : pT → X este P-coreplica lui X. Dacă upT : pT → upT este U -replica lui pT, atunci

m
′ · pT = f · upT (2)

pentru un f. Avem

(b · f) · upT = m · (b′ · pT ) (3)
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cu upT ∈ Epi şi m ∈Mf : upT ⊥ m. Astfel

m · g = b · f, (4)

b
′ · pT = g · upT (5)

pentru un g. Din egalitatea (4), deoarece (1) este un pătrar cartezian, există un morfism b :

upT → T, astfel ı̂ncât

pT = h · upT , (6)

f = m
′ · h. (7)

Există morfismul w : upT → pT, astfel ı̂ncât

h = pT · w. (8)

Se verifică uşor că upT = w−1, pT ∈ |U| şi X ∈ |ϕ1(U)|.

X

T

A

Z

pX=pT upT

h

w

p f

g

T

u
pT

m

b

m

Figura 14.1.12

ϕ1(U) ∈ Rs(µP). Evident.

ϕ1(U) ∈ Rf (µP). Fie A ∈ |ϕ1(U) şi b : A → X ∈ µP . Atunci pA ∈ |U| şi b · pA : pA → X

este P-coreplica lui X şi pA ∈ |U|. Deci X ∈ |ϕ1(U)|.
2. Fie V ∈ Rs

f (µP). Atunci p(V) ⊂ V şi ı̂n virtutea Lemei 1 v(P) ⊂ P . Astfel pentru orice

obiect X ∈ |P| V-replica vX aparţine subcategoriei P .
3. ψ1 · ϕ1 = 1. Fie U ∈ R(P). Atunci ψ1ϕ1(U) = ψ1(QµP(U)) = P ∩QµP(U).

U ⊂ P ∩QµP(U). Evident.

P ∩ QµP(U) ⊂ U . Fie A ∈ |P ∩ QµP(U)|. Atunci A ∈ |P| şi P-coreplica lui A (egală cu A)

aparţine lui U , sau A ∈ |U|.
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ψ1 · ϕ1 = 1. Fie V ∈ Rs
f (µP). Atunci ψ1ϕ1(V) = ϕ1(P ∩ V) = QµP(P ∩ V).

V ⊂ QµP(P ∩ V). Fie A ∈ |V| şi pA : pA → A P-coreplica lui A. Atunci pA ∈ |P ∩ V| şi

A ∈ QµP(P ∩ V)|.
QµP(P∩V) ⊂ V . Fie A ∈ |QµP(P∩V)| şi pA : pA→ A P-coreplica lui A. Atunci pA ∈ |P∩V|

şi A ∈ QµP(P ∩ V)|. ↑
14.1.12∗. Teoremă. Fie T ∈ Rs. Atunci

1. Aplicaţia

V 7→ ϕ̄(U) pentru U ∈ K(T )

ia valori ı̂n clasa Ks
f (εT ).

2. Aplicaţia

V 7→ ψ̄(V) = T ∩ V pentru V ∈ Ks
f (T )

ia valori ı̂n clasa K(T ).

3. Aplicaţiile ϕ̄ şi ψ̄ sunt reciproc inverse. ↑

K(T ) Ks
f (εT ) K(T ).-

ϕ̄
-

ψ̄

14.2. Izomorfismul laticelor RM(L) şi Rs
f(εL) ∩ R(E), (E ,M) ∈ B

14.2.1. O să examinăm cazul când L este o subcategorie arbitrară a categoriei C2V . Fie

L ∈ R cu functorul l : C2V → L. Pentru (E ,M) ∈ B L este E-reflectivă atunci şi numai atunci,

când P ′(L) ⊂ E (vezi 6.6.11). În acest caz (L ∩ E ,L ∩M) ∈ B(L).

Dacă f : X → Y ∈ L, şi

f = m · e (1)

este (E ,M)-factorizarea lui f, atunci

Z

X

lZ

Y
f

e l m( )m

lZ

Figura 14.2.1
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m = l(m) · lZ (2)

şi

f = l(m) · (lZ · e) (3)

cu l(m) ∈ l(M) şi lZ · e ∈ E .
Lemă. Fie (E ,M) ∈ B şi L ∈ R(E). Atunci:

1. (l(E), l(M)) = (L ∩ E , l(M)).

2. (L ∩ E ,L ∩M) ∈ B(L).

3. l(M) ⊂Mono ı̂n următoarele cazuri:

a) L ∈ R(Eu);
b) M⊂Mu;

c) P ′′(L) ⊂ E ;

d) l este un monofunctor. ↑
14.2.2. Fie (E ,M) ∈ B,L ∈ R(E) şi K ∈ K(M). Atunci l(Mf ) ⊂ Mu şi k(Ef ) ⊂ Eu.

De asemenea, dacă R ∈ R(Eu) (respectiv K ∈ K(Mu)), atunci l(Mono) ⊂ Mono (respectiv:

k(Epi) ⊂ Epi).
Vom considera că l(M) ⊂Mono (respectiv: k(E) ⊂ Epi).
Notaţii. RM(L) = {R ∈ R(L)|R este ı̂nchisă ı̂n raport cu l(M) subobiecte }.
- KE(K) = {T ∈ K(K)|T este ı̂nchisă ı̂n raport cu k(E)=factorobiecte }.
Întotdeauna L ∈ RM(L) şi K ∈ KE(K).

14.2.3. Exemple. 1. Fie L ∈ Rc. Atunci RMf
(L) = R(L).

2. RMf
(Γ0) = R(Γ0).

3. Fie l : C2V → L un functor reflector exact la stânga. Atunci RMf
(L) = R(L).

14.2.4. Teoremă. Fie (E ,M) ∈ B, L ∈ R(E) şi functorul l : C2V → L comută cu

produsele. În particular, dacă L ∈ Rc, atunci:

1. Aplicaţia

T 7→ ϕ(T ) = SεL(T ) pentru T ∈ RM(L)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (εL) ∩ R(E).

2. Aplicaţia

R 7→ ψ(R) = L ∩R pentru R ∈ Rs
f (εL) ∩ R(E)

ia valori ı̂n clasa RM(L).

3. Aplicaţiile ϕ şi ψ sunt reciproc inverse.
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RM(L) Rs
f (εL) ∩ R(E) RM(L).-

ϕ
-

ψ

↓ 1. Să verificăm că ϕ(T ) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produse şiM-subobiecte. FieX ∈ |ϕ(T )|.
Atunci există un obiect A ∈ |T | şi un morfism b : X → A ∈ εL. Deoarece T ⊂ L, rezultă că b

este L-replica lui X. Functorul l : C2V → L comută cu produsele şi subcategoria T este ı̂nchisă

ı̂n raport cu produsele. Deci ϕ(T ) este ı̂nchisă ı̂n raport cu produsele.

Să verificăm că ϕ(T ) este ı̂nchisă ı̂n raport cu M-subobiecte. Fie m : X → A ∈ M, unde

lA ∈ |T | şi lX : X → lX este L-replica lui X. Atunci:

lA ·m = l(m) · lX , (1)

unde lA ∈ |T | şi l(m) ∈ l(M). Deci lX ∈ |T | şi X ∈ ϕ(T )|.
ϕ(T ) ∈ Rs(εL). Evident.

ϕ(T ) ∈ Rf (εL). Fie lX ∈ |T | şi b : X → Z ∈ εL. Atunci

lX = f · b (2)

pentru un f. Deoarece f = lZ , rezultă că Z ∈ |T |.
2. Fie R ∈ Rs

f (εL) ∩ R(E), T = L ∩ R,m : X → Y ∈ M şi lY ∈ |T |. Astfel lY ∈ |R| şi

Y ∈ |R|. Deoarece R ∈ R(E), rezultă că şi X ∈ |R|. Atunci lX ∈ |L ∩ R| = |T |. Astfel am

arătat că T este ı̂nchisă ı̂n raport cu l(M)-subobiecte.

lX

X

lY

Y

l lX Y

)()( Mlml Î

MÎm

Figura 14.2.2

3. ψ · ϕ = 1. Fie T ∈ RM(L). Atunci ψϕ(T ) = L ∩ ϕ(T ) = L ∩ SεL(T ). Este evident că

T ⊂ L ∩ SεL(T ). Dacă A ∈ |L ∩ SεL(T )|, atunci A ∈ |T |.
ϕ · ψ = 1. Fie R ∈ Rs

f (εL). Atunci ϕ · ψ(R) = SεL(L ∩ R). Deci R ⊂ ϕψ(R). Fie X ∈
SεL(L ∩R)|. Deoarece SεL(L ∩R) ⊂ R, rezultă că X ∈ |R|. ↑

14.2.4*. Teoremă. Fie (E ,M) ∈ B,K ∈ K(E) şi fie că functorul coreflector k : C2V → K
comută cu sumele. În particular, fie K ∈ Kc. Atunci:

1. Aplicaţia
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H 7→ ϕ̄1(H) = QµK(H) pentru H ∈ KE(K)

ia valori ı̂n clasa Ks
f (µK) ∩K(M).

2. Aplicaţia

U 7→ ψ̄1(U) = K ∩ U pentru U ∈ Ks
f (µK) ∩K(M)

ia valori ı̂n clasa KE(K).

3. Aplicaţiile ϕ̄1 şi ψ̄1 sunt reciproc inverse.

KE(K) Ks
f (µK) KE(K). ↑-

ϕ̄1 -
ψ̄1

14.2.5. Corolar. În cazul structurii de factorizare (Epi,Mf ) avem Rs
f (εL) ∩ R(Epi) =

Rs
f (εL). Astfel avem aplicaţiile reciproc inverse ϕ şi ψ. ↑

RMf
(L) Rs

f (εL) RMf
(L)-

ϕ
-

ψ

14.2.6. Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc. Atunci aplicaţiile ϕ şi ψ, respectiv, ϕ̄1 şi ψ̄1, sunt

reciproc inverse (Teoremele 14.1.1 p.6 şi 14.1.1* p.3).

1.

R(L) Rs
f (εL) R(L).-

ϕ
-

ψ

2.

K(K) Ks
f (µK) K(K)-

ϕ̄1 -
ψ̄1

14.2.7. Remarcă. 1. Dacă RU(L) = R(L), atunci aplicaţia ψ este restricţia aplicaţiei ψp :

R 7→ ψp(R) = L ∩R pentru R ∈ R.
1*. Dacă KE(L) = K(K), atunci aplicaţia ψ̄1 este restricţia aplicaţiei ψ̄p : U 7→ ψ̄p(U) =

K ∩ U pentru U ∈ K.
14.2.8. Corolar. Fie Γ ∈ R(Mp). Atunci Rs

f (εΓ) conţine o clasă proprie de elemente.

↓ Deoarece R(Γ0) ⊂ R(Γ), şi R(Γ0) conţine o clasă proprie de elemente (vezi 10.1.8). ↑

14.3. Izomorfismul laticelor Rs
fg(εL) şi Γ1(L),L ∈ Rc

14.3.1. Notaţii. Fie Γ1(L) = {R ∨ Γ0|R ∈ Rs
fg(L)}.

14.3.2. Teoremă. Fie L ∈ Rc.

1. Aplicaţia
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Γ 7→ ϕg(Γ) = L ∗sr Γ pentru Γ ∈ Γ1(L)

ia valori ı̂n clasa Rs
fg(L).

2. Aplicaţia

R 7→ Γ = ψg(R) = R∨ Γ0 pentru R ∈ Rs
fg(L)

ia valori ı̂n clasa Γ1(L).

3. Aplicaţiile ϕg şi ψg sunt reciproc inverse

Γ1(L) Rs
fg(L) Γ1(L).-

ϕg -
ψg

↓ 1. În virtutea definiţiei clasei Γ1(L).

2. În virtutea Teoremei 13.3.4

3. ψg · ϕg = 1. Fie Γ = Γ1(L). Atunci

ψgϕg(Γ) = ψg(L ∗sr (Γ) = (L ∗sr Γ) ∨ Γ0.

Deoarece L ∗sr Γ ⊂ Γ şi Γ0 ⊂ Γ, rezultă că (L ∗sr Γ) ∨ Γ0 ⊂ Γ.

Să demonstrăm, că Γ ⊂ (L ∗sr Γ) ∨ Γ0. Deoarece Γ ∈ Γ1(L), există un R ∈ Rs
fg(L) astfel

ı̂ncât R = L ∗sr Γ. Atunci R∨ Γ0 ⊂ Γ (Corolarul 13.3.5 p.3).

ϕg · ψg = 1. Avem ϕgψg(R) = ϕg(R∨ Γ0) = L ∗sr (R∨ Γ0) = R. ↑
14.3.3. Corolar. Aplicaţiile ϕg şi ψg stabilesc un izomorfism al laticelor Γ1(S) şi Rs

f (S)

Γ1(S) Rs
f (S) Γ1(L). ↑-

ϕg -
ψg

14.4. Izomorfismul laticelor Rs
f(εL) şi Γλ(L),L ∈ Rc

14.4.1. Notaţii. Fie L ∈ Rc, şi

Γλ(L) = {Γ ∈ R(Mp)|Γ = λL∩Γ(L)}.

14.4.2. Teoremă. Fie L ∈ Rc.

1. Aplicaţia

Γ 7→ R = ϕλ(Γ) = L ∗sr Γ pentru Γ ∈ Γλ(L)
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ia valori ı̂n clasa Rs
fg(L).

2. Aplicaţia

R 7→ Γ = ψλ(R) = λR(L) pentru R ∈ Rs
fg(L)

ia valori ı̂n clasa Γλ(L).

3. Aplicaţiile ϕλ şi ψλ sunt reciproc inverse

Γλ(L) Rs
fg(L) Γλ(L).-

ϕλ -
ψλ

↓ 1. În virtutea Teoremei 12.2.4 L∗srΓ ∈ As
f (εL), şi ı̂n virtutea Teoremei 12.2.5 L∗srΓ ∈ R.

Astfel L ∗sr Γ ∈ Rs
f (εL) şi L ∗sr Γ ∈ Rs

fg(εL) ı̂n virtutea notaţiilor 13.1.5.

2. Fie R ∈ Rs
fg(L). Atunci λR(L) ∈ R(Mp). Să demonstrăm că λR(L) ∈ Γλ(L) sau că

λR(L) = λL∩λR(L)(L). Deoarece λR(L) ∈ R(Mp) şi L este ı̂nchisă ı̂n raport cu extensiile, se

verifică uşor că (L ∩ λR(L))-replica unui obiect din L este şi λR(L)-replica. Astfel trebuie de

verificat egalitatea λR(L) = λλR(L)(L). Odată ce R ⊂ λR(L), rezultă că λR(L) ⊂ λλR(L)(L).

Incluziunea inversă rezultă din faptul că L ⊂ ρ(R, λR(L)).

3. ψλ · ϕλ = 1. Fie Γ ∈ Γλ(L). Atunci

ψλϕλ(Γ) = ψλ(L ∗sr Γ) = λL∗srΓ(L).

Trebuie de demonstrat că Γ = λL∗srΓ(L). Fie R = L ∗sr Γ. Atunci L ∩ R = L ∩ Γ (Teorema

13.1.2). Pentru un obiect al subcategoriei L se verifică uşor că R- şi (L∗srΓ)- şi (L∩Γ)-replicile

coincid. Astfel

λL∗srΓ(L) = λL∩Γ(L) = Γ.

ϕλ · ψλ = 1. Fie R ∈ Rs
f (εL). Atunci

ϕλψλ(R) = ϕλ(λR(L)) = L ∗sr λR(L).

Astfel trebuie demonstrat că R = L ∗sr λR(L), lucru evident, deoarece R ∈ Rs
f (εL). ↑

14.4.3. Corolar. Aplicaţiile ϕλ şi ψλ stabilesc un izomorfism al laticelor Γλ(S) şi Rs
f (S).

Γλ(S) Rs
f (εL) Γλ(S). ↑-

ϕλ -
ψλ
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14.5. Izomorfismul laticelor Rs
f(εS) şi Rm(εL),S ⊂ L

14.5.1. Pentru L ∈ R şi S ⊂ L avem Rs
f (εS) ⊂ Rs

f (εL).

Notaţii. Fie R ∈ Rs
f (εS),A(R) clasa elementelor T din Rs

f (εL) cu următoarele proprietăţi:

A. T ⊂ R.
B. T = SεS(T ).

C. R = QεS(T ).

Mai departe, fie

ψm(R) = ∩{T |T ∈ A(R)}, Rm(εL) = {ψm(R)|R ∈ Rs
f (εS)}.

14.5.1*. Întotdeauna pentru K ⊂ K şi M̃ ⊂ K avem Ks
f (µM̃) ⊂ Ks

f (µK).

Notaţii. Fie U ∈ Ks
f (µM̃),B(U) clasa elementelor V din Ks

f (µK) cu următoarele pro-

prietăţi:

A∗. V ⊂ U .
B∗. V = SµM̃(V).

C∗. U = QµM̃(V).

Mai departe, fie

ψ̄m(U) = ∩{V|V ∈ B(U)}, Km(µK) = {ψ̄m(U)|U ∈ Ks
f (µM̃)}.

Lemă. 1. Rm(εL) ⊂ Rs
f (εL).

1∗. Km(µK) ⊂ Ks
f (µK).

↓ 1. Deoarece A(R) ⊂ Rs
f (εL). ↑

14.5.2. Teoremă. Fie L ∈ R(Eu). Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. Aplicaţia

H 7→ ϕm(H) = QεS(H) pentru H ∈ Rm(εL)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (εS).

2. Aplicaţia

R 7→ ψm(R) pentru R ∈ Rs
f (εL)

ia valori ı̂n Rm(εL).

3. Aplicaţiile ψm şi ϕm sunt reciproc inverse

Rs
f (εS) Rm(εL) Rs

f (εS)-
ψm -

ϕm
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↓ 1. Fie H ∈ Rm(εL). În primul rând, menţionăm că QεS(H) este o subcategorie reflectivă

(Teorema 9.4.15).

Să verificăm că ϕm(H) este ı̂nchisă ı̂n raport cu (εS)-subobiecte. Avem SεS(ϕm(H)) =

SεSQεS(H) =(̂ın virtutea Teoremei 9.4.15))= QεSSεS(H) = (̂ın virtutea proprtietăţii B)=

QεS(H) = ϕm(H).

2. Fie R ∈ Rs
f (εS) şi o să verificăm că ψm(R) ∈ A(R). Fie A ∈ |ψm(R)|, şi T un

element arbitrar al clasei A(R). Atunci A ∈ |T |. Mai departe, orice (εS)-subobiect şi orice

(εL)-factorobiect al obiectului A aparţin subcategoriei T , deci şi subcategoriei ψm(R). Astfel

ψm(R) ∈ Rs
f (εL) şi ψm(R) = SεS(ψm(R)).

Să verificăm că R = QεS(ψm(R)) (condiţia C). Deoarece ψm(R) ⊂ R şi Rs
f (εS), rezultă că

QεS(ψm(R)) ⊂ R. Să demonstrăm că R ⊂ QεS(ψm(R)). Fie Z ∈ |R|. Atunci mZ ∈ |R|, unde

mZ este M̃-coreplica lui Z. Din condiţia C pentru subcategoria T , deducem că mZ ∈ |T |.
Deoarece T este un element arbitrar din clasa A(R), obţinem că mZ ∈ |ψm(R)|, şi ı̂n virtutea

condiţiei C, că Z ∈ |QεS(ψm(R))|.
3. ϕm · ψm = 1. Fie R ∈ Rs

f (εS). Trebuie să demonstrăm că R = QεS(ψm(R)), ceea ce

rezultă din p.2.

ψm · ϕm = 1. Fie H ∈ Rm(εL). Atunci există R ∈ Rs
f (εS) astfel ı̂ncât H = ψm(R). Avem

ψmϕm(H) = ψmϕmψm(R) = ψm(R) = H. ↑

14.5.2*. Teoremă. Fie K ∈ K(Mu). Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. Aplicaţia

V 7→ ϕ̄m(V) = QµM̃(V) pentru V ∈ Km(µK)

ia valori ı̂n clasa Ks
f (µM̃).

2. Aplicaţia

U 7→ ψ̄m(U) pentru U ∈ Ks
f (µM̃)

ia valori ı̂n clasa Km(µK).

3. Aplicaţiile ϕ̄m şi ψ̄m sunt reciproc inverse

Ks
f (µM̃) Km(µK) Ks

f (µM̃). ↑-
ψ̄m -

ϕ̄m
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14.6. Izomorfismul laticelor Rs
f(εS) şi Rj(εL),S ⊂ L

14.6.1. Notaţii. Fie R ∈ Rs
f (εS) şi Aj(R) clasa elementelor T din Rs

f (εL) cu următoarele

proprietăţi:

A1. T ⊂ R.
B1. T = QεS(T ).

C1. R = SεS(T ).

Mai departe, fie ψj(R) = ∩{T |T ∈ Aj(R)}, şi Rj(εL) = {ψj(R)|R ∈ Rs
f (εS)}.

14.6.1*. Fie K ⊂ K şi M̃ ⊂ K.
Notaţii. Fie U ∈ Ks

f (µM̃),Bj(U) clasa elementelor V din clasa Ks
f (µK) cu următoarele

proprietăţi:

A0
1. V ⊂ U .

B0
1. V = QµM̃(V).

C0
1. U = SµM̃(V).

Mai departe, fie ψ̄j(U) = ∩{V|V ∈ Bj(U)}, şi Kj(µK) = {ψ̄j(U)|U ∈ Ks
f (µM̃)}.

Lemă.1. Rj(εL) ⊂ Rs
f (εL).

1*. Kj(µK) ⊂ Ks
f (µK). ↑

14.6.2. Teoremă. Fie L ∈ R(Eu). Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. Aplicaţia

H 7→ ϕj(H) = SεS(H) pentru H ∈ Rj(εL)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (εS).

2. Aplicaţia

R 7→ ψj(R) pentru R ∈ Rs
f (εL)

ia valori ı̂n clasa Rj(εL).

3. Aplicaţiile ϕj şi ψj sunt reciproc inverse

Rs
f (εS) Rj(εL) Rs

f (εS)-
ψj -

ϕj

↓ 1. În primul rând, menţionăm că SεS(H) este o subcategorie reflectivă (Propoziţia 9.4.15

p.1). Să verificăm că ϕj(H) este ı̂nchisă ı̂n raport cu (εS)-factorobiecte. Avem

QεS(ϕj(H)) = QεSSεS(H) = (̂ın virtutea Teoremei 9.4.15 p.3) =

SεSQεS(H) = (̂ın virtutea condiţiei B1) = SεS(H) = ϕj(H).
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2. Să verificăm că ψj(R) ∈ Aj(R). Fie A ∈ |ψj(R)|, şi T un element arbitrar al clasei

Aj(R). Atunci A ∈ |T |. Mai departe orice (εL)-subobiect şi orice (εS)-factorobiect al obiectului

A aparţin subcategoriei T , deci şi subcategoriei ψi(R). Astfel ψj(R) ∈ Rs
f (εL) şi ψj(R) =

SεS(ψj(R)).

Deoarece ψj(R) ⊂ R şi R ∈ Rs
f (εS), rezultă că SεS(ψj(R)) ⊂ R. Să demonstrăm că

R ⊂ SεS(ψj(R)). Fie Z ∈ |R|. Atunci sZ ∈ |R|, unde sZ este S-replica lui Z. Din condiţia

C1 deducem că sZ ∈ |T |. Deoarece T este un element arbitrar din clasa Aj(R), obţinem că

sZ ∈ |ψj(R)|, şi ı̂n virtutea condiţiei C1, că Z ∈ |SεS(ψj(R))|.
3. ϕj ·ψj = 1. Fie R ∈ Rs

f (εS). Trebuie să demonstrăm că R = SεS(ψj(R)), ceia ce rezultă

din p.2.

ψj · ϕj = 1. Fie H ∈ Rj(εL). Atunci există R ∈ Rs
f (εS) astfel ı̂ncât H = ψj(R). Avem

ψjϕj(H) = ψjϕjψj(R) = ψj(R) = H. ↑

14.6.2*. Teoremă. Fie K ∈ K(Mu). Atunci sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. Aplicaţia

V 7→ ϕ̄j(V) = SµM̃(V) pentru V ∈ Kj(µK)

ia valori ı̂n clasa Ks
f (µM̃).

2. Aplicaţia

U 7→ ψ̄j(U) pentru U ∈ Ks
f (µK)

ia valori ı̂n clasa Kj(µK).

3. Aplicaţiile ψ̄j şi ϕ̄j sunt reciproc inverse

Ks
f (µM̃) Kj(µK) Ks

f (µM̃). ↑-
ψ̄j -

ϕ̄j

14.7. Izomorfismul laticelor Rs
fu(εL) şi R(V ,L),L ∈ Rc

14.7.1. Notaţii. Fie L ∈ Rc, V ∈ R,S ⊂ V ⊂ L şi

R(V ,L) = {T ∈ R|V ⊂ T ⊂ L}, Rs
fu(εL) = Rs

f (εL) ∩ R(P ′′(V)).

Teoremă. 1. Aplicaţia

T 7→ ϕu(T ) = SεL(T ) pentru T ∈ R(V ,L)

425



ia valori ı̂n clasa Rs
fu(εL).

2. Aplicaţia

R 7→ ψu(R) = L ∩R pentru R ∈ Rs
fu(εL)

ia valori ı̂n clasa R(V ,L).

3. Aplicaţiile ϕu şi ψu sunt reciproc inverse.

R(V ,L) Rs
fu(εL) R(V ,L).-

ϕu -
ψu

4. Fie (P , I) ∈ B, şi T o P-varietate. Atunci ϕu(T ) este de asemenea o P-viarietate. ↑
↓ 1-2 Evident.

3. A se vedea Teorema 14.1.1 p.3

4. Fie T ∈ R(V ,L) şi T o P-varietate. Mai departe, fie A ∈ |ϕu(T )| şi p : A → X ∈ P .
Există un obiect Z ∈ |T | şi morfismul b : A→ Z ∈ εL. Fie

b′ · p = p′ · b

pătratul cocartezian. Atunci p′ ∈ P şi T ∈ |T |, b′ ∈ εL şi X ∈ |ϕu(T )|,

Z T

XA
p

bb

p

14.8. Izomorfismul laticelor Rs
fg(εL) şi Rg(L),L ∈ Rex

14.8.1. Notaţii. Fie L ∈ Rex, şi

Rg(L) = {T ∈ R(L)|L ∩ Γ0 ⊂ T ⊂ L}.

Restricţia aplicaţiei ϕ : R(L) → Rs
f (εL) pe subclasa Rg(L) o vom nota-o ϕgl, şi restricţia

aplicaţiei ψ : Rs
f (εL)→ R(L) pe subclasa Rs

fg(εL) o vom nota-o ψgl.

14.8.2. Teoremă. 1. Apicaţia

T 7→ ϕgl(T ) = SεL(T ) pentru T ∈ Rg(L)

ia valori ı̂n clasa Rs
fg(εL).

2. Apicaţia

426



R 7→ ψgl(R) = L ∩R pentru R ∈ Rs
fg(εL).

ia valori ı̂n clasa Rg(L).

3. Aplicaţiile ϕgl şi ψgl sunt reciproc inverse.

Rg(L) Rs
fg(εL) Rg(L).-

ϕgl -
ψgl

↓ În virtutea Teoremelor 14.1.1 şi 13.3.4. p.1. ↑

14.9. Izomorfismul laticelor Rs
f(εL) şi Nd(L)

14.9.1. Notaţii. Fie L ∈ R, şi

Nd(L) = {Nd(R,L)|R ∈ Rs
f (εL)}.

14.9.2. Propoziţie. Fie L ∈ R,R1,R2 ∈ Rs
f (εL) şi L ∩R1 6= L ∩R2.

Atunci clasele Nd(R1,L) şi Nd(R2,L) sunt disjuncte.

↓ Demonstrăm afirmaţia de la contrariu. Fie T ∈ Nd(R1,L)∩Nd(R2,L). Atunci L∩R1 =

L ∩ T şi L ∩R2 = L ∩ T (Teorema 13.1.2). Deci L ∩R1 = L ∩R2. ↑
14.9.3. Remarcă. Fie L ∈ Rc. Atunci Nd(L) divizează clasa R ı̂n clase disjuncte două

câte două. Într-adevăr pentru T ∈ R, avem T ∈ Nd(R,L), unde R = L ∗sr T . ↑
14.9.4. Teoremă. Laticele Rs

f (εL) şi Nd(L) sunt izomorfe.

↓ Aplicaţia R 7→ ϕn(R) = Nd(R,L) este surjectivă. Să verificăm că ia este injectivă. Fie

R1,R2 ∈ Rs
f (εL) şi Nd(R1,L) = Nd(R2,L). Deoarece L ∩R este cel mai mic element ı̂n clasa

Nd(R1,L), şi L∩R2 este cel mai mic element ı̂n clasa Nd(R2,L) (Corolarul 13.1.3), rezultă că

L ∩R1 = L ∩R2. Atunci

R1 = L ∗sr (L ∩R1) = L ∗sr (L ∩R2) = R2.

Aplicaţia inversă o notăm ψn : Nd(L)→ Rs
f (εL).

Rs
f (εL) Nd(L) Rs

f (εL). ↑-
ϕn -

ψn
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14.10. Izomorfismul laticelor Rk
k(T ) şi Rs

f(µK),K, T ∈ K

14.10.1. Pentru o subcategorie coreflectivă K a categoriei C2V vom examina clasa R(K)

a subcategoriilor reflective a categoriei K. Unele elemente ale acestei clase pot fi obţinute ca

intersecţia elementelor clasei R cu K.
Exemple. 1. Fie (K,L) ∈ Pc, şi R ∈ Rs(εL). Atunci K ∩ R ∈ R(K) (vezi Corolarul

12.5.17).

2. Fie (K,L) ∈ Pc, şi Γ ∈ R(Mp). Atunci K ∩ Γ ∈ R(K) (vezi Propoziţia 6.5.11).

3. Fie K ∈ K,M̃ ⊂ K şi Γ ∈ R(M′(K)). Atunci K ∩ Γ ∈ R(K) (vezi Propoziţia 6.5.11).

4. Fie L ∈ R(Eu) şi R ∈ Rs
fg(εL). Atunci M̃ ∩R ∈ R(M̃) (vezi Teorema 13.3.9).

5. Fie L ∈ R(Eu),R = L ∗sr H şi H ∈ Rs(εS). Atunci R ⊂ H,R ∈ R şi M̃ ∩R ∈ R(M̃).

6. Fie L ∈ R(Eu),R = L∗srH şi H este o subcategorie ı̂nchisă ı̂n raport cu (Mf◦(Eu∩Mu))-

subobiecte. Atunci R ∈ R şi M̃ ∩R ∈ R(M̃).

14.10.2. Notaţii. Fie K, T ∈ K şi K ⊂ T .
- Bk(T ) = T ∩ µK.
- R(T ) clasa subcategoriilor reflective a categoriei T .
- Rk(T ) clasa elementelor din R(T ) ı̂nchise ı̂n raport cu Bk(T )-subobiecte.

- Rk(T ) clasa elementelor din R(T ) ı̂nchise ı̂n raport cu Bk(T )-factorobiecte.

- Rk
k(T ) = Rk(T ) ∩ Rk(T ).

14.10.2*. Notaţii. Fie H,L ∈ R şi L ⊂ H.
- Bl(H) = H ∩ εL.
- K(H) clasa subcategoriilor coreflective a categoriei H.
- Kl(H) clasa elementelor din K(H) ı̂nchise ı̂n raport cu Bl(H)-subobiecte.

- Kl(H) clasa elementelor din K(H) ı̂nchise ı̂n raport cu Bl(H)-factorobiecte.

- Kl
l(H) = Kl(H) ∩Kl(H)

14.10.3. Lemă. Fie K, T ∈ K,K ⊂ T , şi U ∈ Rk
k(T ), Atunci:

1. A ∈ |QµT (U)| ⇔ tA ∈ |U|.
2. QµT (U) = QµK(U).

↓ 1. Fie A ∈ |QµT (U)|. Există un obiect Z ∈ |U| şi un morfism b : Z → A ∈ µT . Atunci

tA = b · f (1)

pentru un f. Astfel f ∈ T ∩ µT şi f este T -coreplica lui Z. Deoarece Z ∈ |T |, rezultă că

f ∈ Iso, iar tA ∈ |U|. Afirmaţia reciprocă este evidentă.

2. Deoarece K ⊂ T , rezultă că µT ⊂ µK, şi QµT (U) ⊂ QµK(U).
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QµK(U) ⊂ QµT (U). Fie Z ∈ |QµK(U)|. Atunci există A ∈ |U| şi b : A → Z ∈ µK. Fie

tZ : tZ → Z T -coreplica lui Z. Deoarece A ∈ |T |, rezultă că

b = tZ · f (2)

pentru un f. Avem f ∈ T ∩ µK şi A ∈ |U|. Deci tZ ∈ |U|. Conform p.1 Z ∈ |QµT (U). ↑
14.10.3* Lemă. Fie L,H ∈ R,L ⊂ H, şi U ∈ Kl

l(H). Atunci:

1. A ∈ |SεL(U)| ⇔ hA ∈ |U|.
2. SεH(U) = SεL(U). ↑
14.10.4. Teoremă. Fie K, T ∈ K şi K ⊂ T .
1. Aplicaţia

U 7→ ϕtt(U) = QµT (U) pentru U ∈ Rt
t(T )

ia valori ı̂n clasa Rs
f (µK).

2. Aplicaţia

V 7→ ψtt(V) = T ∩ V pentru V ∈ Rs
f (µK)

ia valori ı̂n clasa Rt
t(T ).

3. Aplicaţiile ϕtt şi ψtt sunt reciproc inverse.

Rt
t(T ) Rs

f (µK) Rt
t(T ).-

ϕtt -
ψtt

4. Fie V ∈ Rs
f (µK). Atunci v(T ) ⊂ T .

↓ 1. Fie U ∈ Rt
t(T ), şi V = ϕtt(U). O să demonstrăm că A ∈ |V| atunci şi numai atunci,

când tA ∈ |U|. Dacă tA ∈ |U| evident A ∈ |V|. Fie A ∈ |V|. Există un obiect Z ∈ |U| şi

b : Z → A ∈ µT . Atunci

tA = b · f (1)

pentru un f. Astfel tA ∈ |U|.
Să verificăm că V este ı̂nchisă ı̂n raport cu produse. Fie {Ai|i ∈ I} o familie de obiecte

a subcategoriei V , tAi : tAi → Ai T -coreplicile obiectelor Ai, i ∈ I, A =
∏
{Ai|i ∈ J }, P =∏

{tAi|i ∈ J } cu proiecţiile canonice pi : A → Ai, qi : P → tAi, i ∈ J . Mai departe, fie

tP : tP → P T -coreplica lui P, iar f = Π{tAi |i ∈ J }. Se verifică uşor că f · tP este T - coreplica

lui A.

Fie utP : tP → utP U -replica lui tP. Deoarece Ai ∈ |V|, deducem că tAi ∈ |U|, i ∈ J .
Atunci
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∏
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∏
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∏
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h

tAi -
tAi

Ai

Figura 14.10.1

qi · tP = hi · utP , i ∈ J , (2)

pentru un hi. Astfel

hi = qi · h (3)

pentru un h. Deoarece utP ∈ |T |, rezultă că

h = tP · g (4)

pentru un g. Se verifică că utP = g−1.

Subcategoria V este ı̂nchisă ı̂n raport cuMf -subobiecte. Într-adevăr, fie A ∈ |V|,m : X →
A ∈Mf , şi tX : tX → X şi tA : tA→ A T -coreplicile obiectelor respective. Atunci

m · tX = tA · t(m) (5)

Fie utX : tX → utX U -replica lui tX. Deoarece tA ∈ |U|, avem

t(m) = f · utX (6)

X

tX

?

A-

-

utX

m ∈Mf

tAtX

t(m)

f

g

h utX

tA

?

��

��

��

���

��

��

��

��	
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@@

@@

@@I@
@
@
@
@@R

Figura 14.10.2
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pentru un f. Atunci

(tA · f) · utX = m · tX (7)

cu utX ∈ Epi şi m ∈Mf : utX ⊥ m. Astfel

tX = g · utX , (8)

tA · f = m · g (9)

pentru un g. Deoarece utX ∈ |T |
tX · h = g (10)

pentru un h. Se verifică că utX = h−1.

V ∈ Rs(µK). Fie A ∈ |V|, b : X → A ∈ µK, iar tX : tX → X şi tA : tA → A T -coreplicile

obiectelor respective. Atunci

b · tX = tA · t(b). (11)

Avem K ⊂ T , deci µT ⊂ µK. Astfel b · tX ∈ µK, sau tA · t(b) ∈ µK şi tA ∈ µK. Atunci

t(b) ∈ µK, sau t(b) ∈ T ∩ µK şi t(A) ∈ |U|. Deci tX ∈ |U|, şi X ∈ |V|.
V ∈ Rf (µK). În diagrama precedentă, dacă X ∈ |U|, atunci tX ∈ |U|, şi t(b) ∈ T ∩ µK.

Deci tA ∈ |U|, şi A ∈ |V|.
2. Fie V ∈ Rs

f (µK), U = T ∩ V şi o să demonstrăm că U ∈ Rt
t(T ). Să verificăm, ı̂n primul

rând, că U ∈ R(T ). Fie A ∈ |T |, vA : A→ vA V-replica lui A, şi tvA : tvA→ vA T -replica lui

vA. Atunci

vA = tvA · f (12)

pentru un f. Deoarece tvA ∈ µT ⊂ µK şi V ∈ Rs(µK), rezultă că tvA ∈ |V|. Astfel

f = g · vA (13)

pentru un g. Se verifică uşor că tvA = g−1.

3. ψtt · ϕtt = 1. Fie U ∈ Rt
t(T ), şi V = QµT (U). Deoarece U ⊂ T şi U ⊂ V , rezultă că

U ⊂ T ∩ V .
T ⊂ V ∩ U . Fie A ∈ |T ∩ V|. Atunci tA ∈ |U| şi, deoarece tA = A, rezultă că T ⊂ V ∩ U .
ϕtt ·ψtt = 1. Fie V ∈ Rs

f (µK), şi U = T ∩V . Dacă A ∈ |V|, atunci tA ∈ |U|. Deci V ⊂ QµT (U).

QµT (U) ⊂ V . Fie A ∈ QµT (U). Atunci tA ∈ |T ∩ U|.
4. Reiese din demonstraţia p.2. ↑
Teorema 14.10.4*. Fie H,L ∈ R şi L ⊂ H.
1. Aplicaţia
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U 7→ ϕ``(U) = SεH(U) pentru U ∈ K`
`(H)

ia valori ı̂n clasa Ks
f (εL).

2. Aplicaţia

V 7→ ψ``(V) = H ∩ V pentru V ∈ Ks
f (εL)

ia valori ı̂n clasa K`
`(H).

3. Aplicaţiile ϕ`` şi ψ`` sunt reciproc inverse

K`
`(H) Ks

f (εL) K`
`(H).-

ϕ`` -
ψ``

4. Fie V ∈ Ks
f (εL). Atunci v(H) ⊂ H. ↑

14.10.5. Să examinăm un caz particular al Teoremei precedente. Dacă T = K, atunci

Bk(K) = K ∩ µK = Iso. Astfel Rk
k(K) = R(K).

Teoremă. Fie K ∈ K.
1. Aplicaţia

U 7→ ϕ1(U) = QµK(U) pentru U ∈ R(K)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (µK).

2. Aplicaţia

V 7→ ψi(V) = K ∩ V pentru V ∈ Rs(µK)

ia valori ı̂n clasa R(K).

3. Aplicaţiile ϕ1 şi ψ1 sunt reciproc inverse, unde ψ1 este restricţia aplicaţiei ψi pe subclasa

Rs
f (µK).

R(K)

id

- Rs
f (µK)ϕ1

?
Rs(µK)

-R(K)ψ1

ψi

�
�
�
�
�
��

Figura 14.10.3

4. Pentru V ∈ Rs
f (µK) ϕ1ψi(V) este cel mai mic element al clasei Rs

f (µK) ce-l conţine pe

V .
↓ Menţionăm că ı̂n demonstraţia p.2 al Teoremei 14.10.4 se apelează doar la faptul că

V ∈ Rs(µK).
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Punctul 4 este evident. ↑
14.10.5*. Teoremă. Fie L ∈ R. Atunci

1. Aplicaţia

H 7→ ϕ̄(H) = SεL(H) pentru H ∈ K(L)

ia valori ı̂n clasa Ks
f (εL).

2. Aplicaţia

T 7→ ψ̄i(T ) = L ∩ T pentru T ∈ Kf (εL)

ia valori ı̂n clasa K(L).

3. Aplicaţiile ϕ̄ şi ψ̄ sunt reciproce inverse, unde ψ̄ este restricţia aplicaţiei ψ̄i pe clasa

Ks
f (εL)

K(L)

id

- Ks
f (εL)ϕ̄

?
Kf (εL)

-K(L)ψ̄

ψ̄i

�
�
�
�
�
��

Figura 14.10.4

4. Pentru T ∈ Kf (εL) ψ̄iϕ̄(T ) este cel mai mic element al clasei Ks
f (εL) ce-l conţine pe

T . ↑
14.10.6. Corolar. 1. Fie K, T1, T2 ∈ K, şi K ⊂ T1 ∩ T2. Atunci laticele Rk

k(T1) şi Rk
k(T2)

sunt izomorfe.

10. Fie L,H1,H2 ∈ R, şi L ⊂ H1 ⊂ H2. Atunci laticele K`
`(H1) şi K`

`(H2) sunt izomorfe.

2. Fie T = C2V . Atunci R(C2V) = R, şi Rk
k(C2V) = Rs

f (µK) şi obţinem izomorfismul identic

ϕkk : Rs
f (µK)→ Rs

f (µK). ↑

14.11. Izomorfismul laticelor Rs
f(εL) şi Rs

f(εL, εT ),L, T ∈ Rc

14.11.1. Notaţii. Fie L, T ∈ Rc şi L ⊂ T . Atunci Rs
f (εL, εT ) este clasa tuturor R ∈

Rs
f (εT ) cu următoarea proprietate:

pentru orice A ∈ |R|, orice (εT )-factorobiect este un (εL)-factorobiect sau, ce-i acelaşi

lucru, R ⊂ ρ(T ,L).
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d∗ : Fie U ,V ∈ Kc şi U ⊂ V . Atunci Ks
f (µU , µV) este clasa tuturor K ∈ Ks

f (µU) cu

următoarea proprietate: pentru orice A ∈ |K| orice (εV)-subobiect este (µU)-subobiect.

14.11.2. Teoremă. Fie L, T ∈ Rc şi L ⊂ T . Atunci:

1. Aplicaţia

U 7→ ϕlt(U) = SεL(U) pentru U ∈ Rf (εL)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (εL).

2. Aplicaţia

R 7→ ψlt(R) = SεT (L ∩R) pentru R ∈ Rs
f (εL)

ia valori ı̂n clasa Rs
f (εL, εT ).

3. Restricţia aplicaţiei ϕlt : Rf (εL) → Rs
f (εL) pe subclasa Rs

f (εL, εT ) ϕlt : Rs
f (εL, εT ) →

Rs
f (εL) şi aplicaţia ψlt sunt reciproc inverse.

id ltj

ltj

lty),( TL ee

s
fR ),( TL ee

s
fR

)( LefR

)( Le

s

fR

Figura 14.11.1

↓ 1. Fie U ∈ Rf (εL) şi R = SεL(U). Deoarece U ∈ Rf (εL), ı̂n virtutea Teoremei 9.4.11,

rezultă că R ∈ Rs
f (εL).

2. Fie R ∈ Rs
f (εL) şi U = SεT (L ∩ R). Deoarece T ∩ R ∈ R, ((εL)>, εL) este o structură

de factorizare de dreapta şi εL ⊂Mu, U este o subcategorie reflectivă.

Este evident că U ∈ Rs
f (εL). Să verificăm că U ∈ Rs

f (εL, εT ). FieA ∈ |U| şi b : A→ X ∈ εT .
Atunci tA : A→ tA ∈ εL şi

tA = b1 · b (1)

pentru un b1. Este clar că b, b1 ∈ εL.
Fie R ∈ Rs

f (εL). Pentru X ∈ |C2V| examinăm replicile obiectelor respective.

A

X

B

uX

rX trX

f g

b

h

r tX rX

u
X

bX

Figura 14.11.2
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Mai departe, fie

trX · rX = bX · uX (2)

((εL)>, εL)-factorizarea morfismului respectiv. Să demonstrăm că uX este SεL(T ∩ R)-replica

lui X. Într-adevăr, fie B ∈ |T ∩ R|, b : A→ B ∈ εL şi f : X → A. Atunci

b · f = g · trX · rX (3)

pentru un g. Sau

(g · bX) · uX = b · f (4)

cu uX ∈ (εL)> şi b ∈ εL. Deci

f = h · uX , (5)

g · bX = b · h (6)

pentru un h. Astfel f se extinde prin uX .

3. ψlt · ϕlt = 1. Fie U ∈ Rs
f (εL, εT ). Atunci ψltϕlt(U) = ψlt(SεL(U)) = SεT (L ∩ SεL(U)).

Să verificăm egalitatea U = SεT (L ∩ SεT (U)).

Avem T ∩ U = L ∩ SεL(U) şi SεL(T ∩ SεT (U)) = SεL(T ∩ U) = U .
ϕlt · ψlt = 1. Fie R ∈ Rs

f (εL). Atunci ϕltψlt(R) = ϕlt(SεT (L ∩ R)) = SεL(SεT (L ∩ R)) =

SεT (L ∩R) = R. ↑
14.11.2*. Teoremă. Fie U ,K ∈ Kc şi K ⊂ U . Atunci:

1. Aplicaţia

W 7→ ϕ̄uk(W) = QµU(W) pentru W ∈ Ks(µK)

ia valori ı̂n clasa Ks
f (µK).

2. Aplicaţia

V 7→ ϕ̄uk(V) = QµV(V ∩ K) pentru V ∈ Ks
f (µK)

ia valori ı̂n clasa Ks
f (µU , µK).

3. Restricţia aplicaţiei ϕ̄uk : Ks(µV) → Ks
f (µV) pe subclasa Ks

f (µV) ϕ̄uk : Ks
f (µU , µV) →

Ks
f (µK) şi aplicaţia ψ̄uk sunt reciproc inverse. ↑

id ukj

ukj

uky),( UK mm

s

fK
),( UK mm

s

fK)( Km

s

fK

)( Km

s
K

Figura 14.11.3
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14.11.3. Exemple.1. Fie T ∈ Rc şi L = C2V . Atunci Rs
f (εL, εT ) = Rs

f (εC2V , εT ). Avem

Rs
f (εC2V) = R.

Mai departe, orice (εT )-factorobiect al unui obiect este un iso, atunci şi numai atunci, când

acest obiect aparţine subcategoriei T . Deci Rs
f (εC2V , εT ) = R(T ). Astfel aplicaţiile reciproc

inverse din Teorema 14.11.2 coincid cu aplicaţiile reciproc inverse din p. 14.1.5

R(T ) Rs
f (εL) R(T ).-

ϕ
-

ψ

2. Fie L,U ,V ∈ Rc,L ⊂ U ,L ⊂ V . Atunci clasele Rs
f (εU , εL) şi Rs

f (εV , εL) sunt izomorfe.

2∗. Fie K,U ,V ∈ Kc,K ⊂ U ,K ⊂ V . Atunci clasele Ks
f (µK, µK) şi Ks

f (µK, µV) sunt

izomorfe.
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Capitolul 15. Dualităţi semireflexive

15.1. Functorii dσ şi dτ .

În acest paragraf se construiesc doi functori contravarianţi dσ : C2V → S şi dτ : C2V → M̃
şi se studiază unele proprietăţi ale lor.

15.1.1. Fie f : (E, u) → (F, v) un operator liniar şi continuu, adică f ∈ C2V . Examinăm

spaţiile conjugate E ′ şi F ′. Acest operator defineşte operatorul conjugat f ′ : F ′ → E ′, care se

defineşte conform regulii:

f ′(g) = g · f, ∀g ∈ F ′,

(E, u) (F, v) K.-
f

-
g

F ′ E ′-
f ′

15.1.2. Teoremă ([Sh, 1966], cap. IV, Teorema 7.4). Fie f : E → F ∈ C2V . Atunci:

1. Operatorul f rămâne continuu, dacă spaţiile E şi F sunt ı̂nzestrate cu topologiile slabe

σ(E,E ′) şi σ(F, F ′).

s(f) : (E, σ(E,E ′))→ (F, σ(F, F ′)).

2. Operatorul f rămâne continuu, dacă spaţiile E şi F sunt ı̂nzestrate cu topologiile Mackey

τ(E,E ′) şi τ(F, F ′).

m(f) : (E, τ(E,E ′))→ (F, τ(F, F ′)).

3. Operatorul conjugat f ′ : F ′ → E ′ devine continuu, dacă spaţiile F ′ şi E ′ sunt ı̂nzestrate

cu topologiile slabe σ(F ′, F ) şi σ(E ′, E)

f ′ = dσ(f) : (F ′, σ(F ′, F ))→ (E ′, σ(E ′, E)).

4. Operatorul conjugat f ′ : F ′ → E ′ devine continuu, dacă spaţiile F ′ şi E ′ sunt ı̂nzestrate

cu topologiile Mackey τ(F ′, F ) şi τ(E ′, E).

f ′ = dτ (f) : (F ′, τ(F ′, F ))→ (E ′, τ(E ′, F )).

15.1.3. Remarcă. 1. Spaţiul (E, σ(E,E ′)) este S-replica obiectului (E, u), şi s(f) este

imaginea morfismului f pentru functorul reflector s : C2V → S.
2. Spaţiul (E, τ(E,E ′)) este M̃-coreplica obiectului (E, u), şi m(f) este imaginea morfis-

mului f pentru functorul coreflector m : C2V → M̃.

15.1.4. Teoremă ([Sh, 1966], cap. IV, Teorema 2.2). Fie
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(E, u) (F, v) (G,w)-
f

-
g

doi opeatori liniari şi continui. Atunci conjugatul operatorului g · f este operatorul f ′ · g′.

(g · f)′ = f ′ · g′.

15.1.5. Astfel cele expuse le putem formula ı̂n modul următor:

Teoremă. Fie f : (E, u)→ (F, v) un morfism al categoriei C2V .
1. Corespondenţa

f : (E, u)→ (F, v) 7→ f ′ : (F ′, σ(F ′, F ))→ (E ′, σ(E ′, E))

defineşte un functor contravariant

dσ : C2V → S, dσ(f) = f ′,

unde S este subcategoria spaţiilor cu topologie slabă.

2. Corespondenţa

f : (E, u)→ (F, v) 7→ f ′ : (F ′, τ(F ′, F ))→ (E ′, τ(E ′, E))

defineşte un functor contravariant

dτ : C2V → M̃, dτ (f) = f ′,

unde M̃ este subcategoria spaţiilor cu topologie Mackey. ↑
15.1.6. Fie F şi F1 spaţii vectoriale peste corpul K, şi f : F → F1 o aplicaţie liniară.

Notăm cu F ∗ şi F ∗1 mulţimea funcţionalilor liniare definite pe spaţiile F şi F1. Atunci pentru

orice element y∗ ∈ F ∗1 aplicaţia y∗ · f : x→ y∗f(x) este un funcţional pe spaţiul F : y∗f ∈ F ∗.
Aplicaţia y∗ 7→ y∗ · f, de obicei, se notează f ∗ · y∗ este o aplicaţie liniară, se numeşte conjugatul

algebric f ∗ al aplicaţiei f :

f ∗ : F ∗1 → F ∗.

Teoremă ([Sh, 1966], cap. IV, Teorema 2.1). Fie (F,G) şi (F1, G1) două perechi de spaţii

conjugate peste corpul K. Aplicaţia liniară f : F → F1 este continuă ı̂n raport cu topologiile

σ(F,G) şi σ(F1, G1) atunci şi numai atunci, când f ∗(G1) ⊂ G. În acest caz restricţia f ′ a

aplicaţiei f ∗ pe spaţiul G1 o să fie continuă pentru topologiile σ(G1, F1) şi σ(G,F ) şi f ′′ = f.
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15.1.7. Restricţia unui functor pe o subcategorie o vom nota-o cu acelaşi simbol, ţinând

cont de sursa lui. Astfel obţinem functorii

dσ : C2V → S, dσ : M̃ → S, dσ : S → S,

dτ : C2V → M̃, dτ : M̃ → M̃, dτ : S → M̃.

În baza Teoremelor formulate mai sus, putem enunţa următorul rezultat.

15.1.8. Teoremă. 1. Functorii m : S → M̃ şi s : M̃ → S stabilesc un izomorfism al

categoriilor M̃ şi S.
2. Categoria S este autoduală:

dσ · dσ ∼ 1S ,

S S S.-dσ -dσ

3. Categoria M̃ este autoduală:

dτ · dτ ∼ 1M̃,

M̃ M̃ M̃.-dτ -dτ

4. Categoriile M̃ şi S sunt dual izomorfe:

M̃ S M̃,-dσ -dτ

dτ · dσ ∼ 1M̃,

S M̃ S,-dτ -dσ

dσ · dτ ∼ 1S .

5. Mai sunt adevărate şi următoarele echivalenţe:

a) dτ ·m ∼ dτS -
m

M̃
���

���
����?

M̃

dτ dτ

b) dσ · s ∼ dσM̃ -
s

S
���

���
����?

S

dσ‘ dσ

c) dσ ·m ∼ dσS -
m

M̃
�
���

���
���?

M̃

dσ dσ

d) dτ · s ∼ dτM̃ -
s

S
�

���
���

���?
M̃

dτ dτ

Figura 15.1.1
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↓ 1. Fie f : (E, σ(E,E ′))→ (F, σ(F, F ′)) un morfism al categoriei S. Atunci

m(f) = f : (E, τ(E,E ′))→ (F, τ(F, F ′)),

adică se schimbă doar topologiile pe spaţiile E şi F ′, aplicaţia liniară rămânând aceeaşi. De

asemenea

(s ·m)(f) = f : (E, σ(E,E ′))→ (F, σ(F, F ′)).

În acelaşi mod se verifică şi echivalenţa m · s ∼ 1M̃.

2. Fie f : (E, σ(E,E ′))→ (F, σ(F, F ′)) ∈ S. Atunci

dσ(f) = f ′ : (F ′, σ(F ′, F ))→ (E ′, σ(E ′, E)).

În baza Teoremei 15.1.6 avem dσ(f ′) = f ′′ = f.

Cazurile 3-5 se demonstrează la fel. ↑
15.1.9. Teoremă. Fie (K,L) o pereche de subcategorii conjugate a categoriei C2V cu

functorii k : C2V → K şi l : C2V → L. Atunci restricţiile acestor functori k : L → K şi

l : K → L stabilesc un izomorfism al categoriilor K şi L. ↑
15.1.10. Fie I o mulţime parţial ordonată, şi S un I-spectru (vezi 1.5):

gαβ : Eβ −→ Eα, α ≤ β,

gαγ = gαβ · gβγ, α ≤ β ≤ γ.

Notăm hβα aplicaţiile conjugate la aplicaţiile gαβ ı̂n raport cu dualităţile (Eα, E
′
α) şi (Eβ, E

′
β), α ≤

β. Deoarece gαβ sunt slab continui, rezultă că gβα sunt slab continui, şi continui ı̂n topologia

Mackey pe spaţiile E ′β şi E ′α. În plus, egalitatea

gαγ = gαβ · gβγ, α ≤ β ≤ γ.

implică egalitatea

hγα = hγβ · hβα, α ≤ β ≤ γ.

Propoziţie ([Sh, 1966], cap. IV, Propoziţia 4.4). Fie E = lim
←−

(Eβ, gαβ, α, β ∈ I). Atunci

(E
′
, τ(E

′
, E)) = lim

−→
((E ′α, τ(E

′

α, Eα)), hβα, α, β ∈ I).

15.1.11. Propoziţie ([Sh, 1966], cap. IV, Propoziţia 4.5). Fie E = lim
−→

(Eα, gαβ, α, β ∈ I).

Atunci (E
′
, σ(E ′, E)) = lim

←−
((E ′α, σ(E

′
α, Eα), hβ,α, α, β ∈ I).
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15.1.12. Exerciţii.

Fie

0 M F F/M 0- -k -
q

- (1)

şir exact ı̂n categoria C2V . Atunci:

1. Şirul

0 dσ(F/M) dσ(F ) dσ(M) 0- -
dσ(q)

-
dσ(k)

- (2)

este exact ı̂n categoriile S şi C2V .
2. Şirul

0 dτ (F/M) dτ (F ) dτ (M) 0- -
dτ (q)

-
dτ (k)

- (3)

este exact ı̂n categoria M̃ a spaţiilor cu topologia Mackey.

3. Şirul (3) este exact la dreapta:

dτ (k) = cokdτ (q)

ı̂n categoria C2V .
4. Avem următoarea diagramă comutativă,

0 -
dτ (q)

dτ (F/M) -

?

dτ (F )

?

-
dτ (k)

dτ (M)

?

- 0

0 - dσ(F/M) -
dσ(q)

dσ(F ) -
dσ(k) dσ(M) - 0

Figura 15.1.2

unde morfismele verticale sunt S-replicile obiectelor din şirul de sus şi M̃-coreplicile obiectelor

din şirul de jos.

5. Fie F un factorspaţiu al spaţiului E ∈ |C2V|. Atunci topologia Mackey τ(F, F ′) este

factortopologia topologiei τ(E,F ′) (vezi [Sh, 1966], cap. IV, Corolar 4).

Functorii dσ şi dτ posedă următoarele proprietăţi:

6. (dσ(Epi(C2V), dσ(Mf (C2V)) = (Epi(S),Mf (S)).

7. (dτ (Epi(C2V), dτ (Mf (C2V)) = (Epi(M̃),Mf (M̃)) = (M̃ ∩ Epi(C2V),Mf (M̃)).

15.1.13. Remarcă. Deoarece subcategoria M̃ nu este ı̂nchisă ı̂n raport cu subspaţii ı̂nchise

(Mf -subobiecte), avem

M̃ ∩Mf (C2V) ⊂Mf (M̃),
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dar aceste clase nu sunt egale (vezi [R,R, 1964], cap.IV, Completări).

15.1.14. Exerciţii.Fie k : C2V → K un functor coreflector. Notăm dk = k · dσ. Cu astfel

de notaţii putem scrie dτ = m · dσ şi dσ = s · dτ .
1. Fie k : C2V → K exact la stânga (respectiv: exact la dreapta). Atunci şi functorul

dk : C2V → K este la exact stânga (respectiv: la dreapta).

2. Fie K ∈ Kc. Atunci functorul dk : C2V → K este exact la stânga: dk(Mf ) ⊂ Ef .
3. dτ (Epi) ⊂Mono.

4. dτ (Eu ∩Mu) ⊂ Iso.
5. dτ (Mu) ⊂ Eu.
6. Fie f ∈Mono. Atunci dτ (f) ∈ Eu ⇔ f ∈Mu.

15.1.15. Propoziţie. Fie b : X → Y ∈ C2V . Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. b ∈ Epi.
2. dσ(b) ∈Mono.

3. dτ (b) ∈Mono.

↓ 1⇒ 2. Avem

X Y, dσY dσX.-b -
dσ(b)

Fie u ∈ Y ′ şi dσ(b)(u) = 0, adică u · b = 0, sau u = 0.

2⇒ 1. Dacă b nu este un epi, atunci b(X) 6= Y. Deci există un u ∈ Y ′, u 6= 0, astfel ı̂ncât

u · b = 0 (1)

sau

dσ(b)(u) = 0 (2)

2⇔ 3. Examinăm următoarea diagramă comutativă,

dσY

dτY

?
dσX

-

-
?

mdτY = sdσYmdσY = sdτY

dτ (b)

dσ(b)

dτX

Figura 15.1.3

442



ţinând cont că sdσX şi sdτY sunt aplicaţii bijective. ↑
15.1.16. Propoziţie. Fie b : X → Y ∈ C2V . Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. b ∈Mu.

2. dσ(b) ∈ Eu.
3. dτ (b) ∈ Eu.
↓ 1⇒ 2. Fie u ∈ dσX, sau u ∈ X ′. Deoarece b ∈Mu,

u = v · b (1)

pentru un v ∈ Y ′ (vezi 5.8). Deci

dσ(b)(v) = v · b = u. (2)

2 ⇒ 1. Trebuie de verificat că b ∈ Mu, sau că orice u ∈ X ′ se extinde prin b. Deoarece

dσ(b) ∈ Eu, deci dσ(b) este o aplicaţie surjectivă. Există un v ∈ Y ′ astfel ı̂ncât

dσ(b)(v) = u (3)

sau

v · b = u. (4)

2⇔ 3. A se vedea Figura 15.1.3. ↑
15.1.17. Corolar. Fie b : X → Y ∈ C2V . Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. b ∈ Epi ∩Mu.

2. dσ(b) ∈ Eu ∩Mono.

3. dτ (b) ∈ Eu ∩Mono. ↑
15.1.18. Corolar. Fie b : X → Y ∈ C2V . Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. b ∈ Eu ∩Mu.

2. dσ(b) ∈ Iso.
3. dτ (b) ∈ Iso. ↑

15.2. Perechi de subcategorii (τ, σ)-conjugate

15.2.1. Faptul că pentru o pereche de subcategorii conjugate (K,L) functorii l : K → L şi

k : L → K stabilesc un izomorfism al acestor categorii a permis construirea aplicaţiilor reciproc

inverse ψ̄ · ϕ̄1, ψ̄1 · ϕ1 şi ψ · ϕ1, ψ1 · ϕ. În cazul perechii (M̃,S) aceste categorii sunt şi dual

izomorfe, proprietate care permite de-a costrui ı̂ncă câteva aplicaţii reciproc inverse.
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15.2.2. Notaţii. Pentru A ∈ R fie δτ (A) subcategoria plină a categoriei C2V definită de

clasa de obiecte

{dτX|X ∈ |A|}.

Pentru A ∈ K(M̃), notăm cu γ(A) subcategoria plină a categoriei C2V generată de clasa de

obiecte

{X ∈ |C2V||dτX ∈ |A|}.

Pentru A ∈ K fie δσ(A) subcategoria plină a categoriei C2V definită de clasa de obiecte

{dσX|X ∈ |A|}.

Pentru A ∈ R(S), notăm cu γ̄(A) subcategoria plină a categoriei C2V generată de clasa de

obiecte

{X ∈ |C2V| |dσX ∈ |A|}.

Pentru R ∈ R fie ϕ2(R) = SεS(R).

Pentru T ∈ K fie ϕ̄2(T ) = QµM̃(T ).

Restricţia aplicaţiei δτ : R→ K(M̃) pe subclasa Rs
f (εS) o notăm δ : Rs

f (εS)→ K(M̃).

Restricţia aplicaţiei δσ : K→ R(S) pe subclasa Ks
f (µM̃) o notăm δ̄ : Ks

f (µM̃)→ R(S).

15.2.3. Propoziţie. 1. Aplicaţia δτ ia valori ı̂n clasa K(M̃), şi aplicaţia γ ia valori ı̂n

clasa Rs
f (εS).

2. Aplicaţia δσ ia valori ı̂n clasa R(S), şi aplicaţia γ̄ ia valori ı̂n clasa Ks
f (µM̃).

↓ În virtutea Propoziţiilor 15.1.10 şi 15.1.11. Astfel δτ : R → K(M̃), γ : K(M̃) → Rs
f (εS)

şi δσ : K→ R(S). ↑
15.2.4 Mai introducem următoarele notaţii:

δ1 = δ · ϕ1, γ1 = ψ1 · γ, δc = ϕ̄1 · δ, γc = ϕ · δ̄,
δ̄1 = δ̄ · ϕ̄, γ̄1 = ψ̄ · γ̄,
ᾱ = ψ̄ · ϕ̄1, β̄ = ψ̄1 · ϕ̄, α = ψ · ϕ1, β = ψ1 · ϕ.
15.2.5. Teoremă. Sunt adevărate următoarele egalităţi:

1. ϕ̄1 · δ = δ̄ · ψ.
2. γ · ψ̄1 = ϕ · δ̄.
↓ 1. Fie R ∈ Rs

f (εS). Atunci ϕ̄1δ(R) = QµM̃(δR), şi γ̄ψ(R) = γ̄(S ∩ R). Avem A ∈
|QµM̃(δR)| ⇔ mA ∈ |δR| ⇔ dτA ∈ |R| ⇔ dσA ∈ |S ∩ R| ⇔ A ∈ |γ̄(S ∩R)|.

2. Fie T ∈ Ks
f (µM̃). Atunci γψ̄1(T ) = γ(M̃ ∩ T ), şi ϕδ̄(T = SεS(δ̄(T )). Avem A ∈

|γ(M̃ ∩ T )| ⇔ dτA ∈ |T | ⇔ dσA ∈ T | ⇔ A ∈ δ̄(T )| ⇔ A ∈ |SεS(δ̄(T ))|. ↑
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15.2.6. Lemă. Fie T ∈ K(M̃), A ∈ |M̃| şi tA : tA → A T -coreplica lui A. Atunci

dτ (t
A) ∈ Epi ∩Mu.

↓ dτ (tA) ∈ Epi. Fie

u · dτ (tA) = v · dτ (tA). (1)

Ad
t

tAd
t

X
u
v

)(
Atd

t

Aplicăm functorul dτ pentru egalitatea (1).

Xd
t

tAdd
tt

Add
tt

)(ud
t

)(vd
t

)(
Atdd

tt

Ţinem cont că dτdτ tA = mtA = tA, deoarece T ⊂ M̃, dτdτ (t
A) = tA, deoarece tA ∈ M̃ şi

dτdτ = mA = A odată ce A ∈ |M̃|.

Xd
t

tA A
)(ud

t

)(vd
t

At

Din egalitatea (1) deducem că

tA · dτ (u) = tA · dτ (v) (2)

sau

dτ (u) = dτ (v) (3)

deoarece tA ∈Mono. Din egalitatea (3) rezultă că u = v. Astfel am demonstrat că dτ (t
A) ∈ Epi.

dτ (t
A) ∈Mono. Deoarece tA ∈ Epi.

dτ (t
A) ∈ Mu. Fie f : dτA → K şi o să demonstrăm că f se extinde prin dτ (t

A), unde K

este corpul numerelor reale sau complexe (vezi 2.4.8).

Ad
t

tAd
t

)( A
td

t

f

K

Aplicăm la diagrama dată functorul dτ , ţinând cont că dτdτ tA = mtA = tA (A ∈ |M̃|), dτK =

K şi dτK ∈ |T |.
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)( fd
t

At

g

tA A

K= Kd
t

Figura 15.2.1

Deoarece tA este T -coreplica lui A avem

dτ (f) = tA · g (4)

pentru un g. Aplicăm functorul dτ pentru diagrama obţinută, ţinând cont că dτdτ (f) = m(f) =

f (f ∈ M̃).

)(gd
t

f

K

)( A
td

t

tAd
t

Ad
t

Figura 15.2.2

Astfel

f = dτ (g) · dτ (tA). ↑ (5)

15.2.7. Fie R ∈ R şi examinăm subcategoria δτ (R). Obiectului X ∈ |C2V| ı̂i punem

ı̂n corespondenţă obiectul dτX. Fie rdτX : dτX → rdτX R-replica lui dτX, iar dτ (r
dτX) :

dτrdτX → dτdτX imaginea lui rX . Deoarece dτdτX = mX, unde mX : mX → X este M̃-

coreplica obiectuui X, putem scrie dτ (r
dτX) : dτrdτX → mX. Am efectuat următoarele operaţii

X 7→ dτX, r
dτX : dτX → rdτX, dτ (r

dτX) : dτrdτX → mX.

Spaţiile dτX şi rdτX au acelaşi dual. Unica deosebire este că topologia pe spaţiul dτrdτX

poate fi mai puternică ca cea pe spaţiul mX, deoarece spaţiul dτX este, ı̂n genere, un subspaţiu

al spaţiului rdτX. Astfel morfismele dτ (r
dτX) şi mX le vom considera ca aplicaţii identice pe

spaţiile vectoriale.

dτrdτX mX X-
dτ (rdτX)

-mX

Teoremă. Fie R ∈ R. Atunci:
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1. δτ examinată ca o aplicaţie definită pe clasa R este monotonă şi ia valori ı̂n clasa K(M̃) :

δτ : R→ K(M̃).

2. δτ (R)-coreplica, R ∈ R. dτ · r · dτ : C2V → δτ (R) este functorul coreflector, iar

mX · dτ (rdτX) : dτrdτX → X

este δτ (R)-coreplica obiectului X ∈ |C2V|.
3. Restricţia δ a aplicaţiei δτ pe subclasa Rs

f (εS) stabileşte un izomorfism al laticelor Rs
f (εS)

şi K(M̃) cu inversa

γ : K(M̃)→ Rs
f (εS).

Rs
f (εS) K(M̃) Rs

f (εS)-δ -
γ

4. Pentru orice element R ∈ R γδσ(R) este cel mai mic element al laticei Rs
f (εS) care ı̂l

conţine pe R.
↓ 1. În virtutea construcţiei pentru R ∈ R avem δτ (R) ⊂ M̃. Restul afirmaţiei rezultă din

Propoziţia 15.1.10.

2. Fie f : X → Y ∈ C2V ,mX : mX → X şi mY : mY → Y M̃-coreplicile obiecteor

respective. Atunci

f ·mX = mY ·m(f). (1)

Mai departe, fie rdτX : dτX → rdτX şi rdτY : dτY → rdτY R-replicile obiectelor respective.

Atunci

rdτ (f) · rdτY = rdτX · dτ (f). (2)

mX

X Y

mY

f

mX mY

m(f) dτ (f)

?

-

-

?

dτY dτX

rdτY rdτX
rdτ (f)

rdτY rdτX

??

-

-

a) b)

Figura 15.2.3

La diagrama scrisă cu egalitatea (2) aplicăm functorul dτ ţinând cont că

dτdτX = mX, dτdτY = mY, dτdτ (f) = m(f).
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Avem

m(f) · dτ (rdτX) = dτ (r
dτY ) · dτrdτ (f). (3)

Atunci

f ·mX · dτ (rdτX) = (din(1)) = mY ·m(f) · dτ (rdτX) = (din(3)) = mY · dτ (rdτY ) · dτrdτ (f)

dτdτX = mX

6

dτ (r
dτX)

dτrdτX -

- mY = dτdτY
dτdτ (f) = m(f)

X f Y

mYmX
�

�
�	

@
@
@R

-

dτrdτ (f)

6

dτrdτY

dτ (r
dτY )

Figura 15.2.4

i.e.

f · (mX · dτ (rdτX)) = (mY · dτ (rdτY )) · dτrdτ (f). (4)

Pentru functorul construit t = dτ · r · dτ : C2V → C2V să arătăm că verifică relaţia t · t = t.

Avem

ttX = dτrdτdτrdτX = dτrmrdτX = (obiectul rdτX ∈ |R| şi R ∈ Rs
f (εS),

deci mrdτX ∈ |R|) = dτmrdτX = dτrdτX = tX.

Menţionăm, deoarece rdτX ∈ Epi ∩Mu, rezultă că dτ (r
dτX) ∈ Eu ∩Mono.

3. δ · γ = 1. Fie T ∈ K(M̃). Atunci δγ(T ) ⊂ T . Fie X ∈ |T |. Atunci dτdτX = mX = X.

Deci δ · γ = 1.

γ · δ = 1. Fie R ∈ Rs
f (εS). Atunci R ⊂ γδ(R). Dacă X ∈ |γδ(R)|, apoi dτX ∈ |δ(R)|, sau

X ∈ |R|. Deci γ · δ = 1

4. Fie R ∈ R. Atunci R ⊂ γδτ (R). Dacă L ∈ Rs
f (εS) şi R ⊂ L, atunci δτ (R) ⊂ dτ (L), iar

γdτ (R) ⊂ γδτ (L) = γδ(L) = L. ↑
15.2.7*. Teoremă. Fie T ∈ K. Atunci:

1. δσ examinată ca o aplicaţie definită pe clasa K este monotonă şi ia valori ı̂n clasa R(S) :

δσ : K→ R(S).

2. δσ · t · dτ : C2V → δσ(T ) este functorul reflector, iar

dσ(tdσX) · sX : X → dσtdσX
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este δσ(T )-replica obiectului X.

3. Restricţia δ̄ a aplicaţiei δσ pe subclasa Ks
f (µM̃) stabileşte un izomorfism al claselor

Ks
f (µM̃) şi R(S) cu inversa

γ̄ : R(S)→ Ks
f (µM̃).

Ks
f (µM̃) R(S) Ks

f (µM̃).-δ̄ -
γ̄

4. Pentru orice element T ∈ K γ̄δ̄(T ) este cel mai mic element al laticei Ks
f (µM̃) care ı̂l

conţine pe T . ↑
Remarcă. Aplicaţiile δ şi γ au fost construite de M.M.Buneacov [Bn, 1984].

15.2.8. γ(T )-replica, T ∈ K(M̃).

↓ Fie T ∈ K(M̃),R = γ(T ) şi o să construim R-replica unui obiect arbitrar X ∈ |C2V|.
Dacă tdτX : tdτX → dτX T -coreplica lui dτX, atunci dτ (t

dτX) : dτdτX → dτ tdτX sau dτ (t
dτX) :

mX → dτ tdτX. Pe morfismele mX şi dτ (t
dτX) construim pătratul cocartezian

mX

X

)(
Xd

td t

t

Xtdd
tt

Xrt

X
u

X
tr

X
m

Figura 15.2.5

rXt ·mX = uX · dτ (tdτX). (1)

Deoarece mX ∈ |M̃| ı̂n virtutea Lemei 15.2.6, deducem că dτ (t
dτX), şi cu el şi rXt , este un

epi. Mai departe,

dτr
X
t = dτdτ tX = mtX = tX.

Astfel rtX ∈ |γ(T )|.
Fie acum Y ∈ |γ(T )|, f : X → Y şi o să demonstrăm că f se extinde prin rXt . Avem

dτ (f) : dτY → dτX şi, deoarece dτY ∈ |T |, rezultă că

dτ (f) = tdτX · g (2)

pentru un g. Pentru egalitatea (2) aplicăm functorul dτ

dτdτ (f) = dτ (g) · dτ (tdτX), (3)
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sau

m(f) = dτ (g) · dτ (tdτX). (4)

Astfel

f ·mX = mY ·m(f) = (din(4)) = mY · dτ (g) · dτ (tdτX),

i.e.

f ·mX = (mY · dτ (g)) · dτ (tdτX) (5)

şi, deoarece (1) este un pătrat cocartezian, rezultă că

f = h · rXt , (6)

mY · dτ (g) = h · uX (7)

pentru un h.

Unicitatea morfismului h ce verifică egalitatea (6) rezultă din faptul că rXt este un epi. ↑
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Figura 15.2.6

15.2.9. γ̄(R)-coreplica. R ∈ R(S).

↓ Fie R ∈ R(S), T = γ̄(R) şi o să construim T -coreplica unui obiect arbitrar X ∈ |C2V|.
Dacă rdσX : dσX → rdσX este R-replica lui dσX, atunci avem morfismul dσ(rdσX) : dσrdσX →
dσdσX.

Deoarece dσdσX = sX, scriem

dσ(rdσX) : dσrdσX → sX.

Pe morfismele sX şi dσ(rdσX) construim pătratul cartezian

sX · v̄rX = dσ(rdσX) · bX , (1)
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unde v̄Xr : v̄rX → X.

Morfismul v̄Xr : v̄rX → X este γ̄(R)-coreplica obiectului X.

X

v̄rX

?

sX

-

-
sX

dσ(rdσX)
v̄Xr

bX

dσrdσX

?

Figura 15.2.7

Deoarece rdσX ∈ Epi ∩Mu, rezultă că dσ(rdσX) ∈ Eu ∩Mono. Deci şi v̄Xt ∈ Eu ∩Mono. ↑
15.2.10. Teoremă. Fie R ∈ Rs

f (εS), şi X ∈ |C2V|. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. X ∈ |R|.
2. M̃-coreplica şi δ(R)-coreplica obiectului X

′
σ coincid.

3. X
′
τ ∈ |δ(R)|.

↓ 1 ⇒ 2. Fie A ∈ |R|. Notăm dτA = B. Deoarece mA
′
σ = B, trebuie de demonstrat

că B ∈ |δ(R)|. Aşadar B 7→ dτB 7→ rdτdτA = rmA = mA, deoarece mA ∈ |R|. Deci

dτrdτB = dτmA = dτA = B.

2⇒ 1. Fie A ∈ |C2V|. Notăm A
′
σ = dσA = B.

Avem

dτrdτB mB B.-
dτ (rdτB)

-mB

Dacă dτ (r
dτB) ∈ Iso, atunci rdτB ∈ Eu ∩Mu. Ţinând cont că mB ∈ |M̃|, deducem că rdτB ∈

Iso. Astfel dτB ∈ |R|. Deoarece dτB = dτdσA = mA, rezultă că mA ∈ |R|, şi cu el şi A ∈ |R|,
deoarce R ∈ Rs

f (εS).

2⇔ 3. Evident. ↑
15.2.10*. Teoremă. Fie T ∈ Ks

f (µM̃), şi X ∈ |C2V|. Următoarele afirmaţii sunt echiva-

lente:

1. X ∈ |T |.
2. S-replica şi δ̄(T )-replica obiectului X

′
τ coincid.

3. X
′
σ ∈ |δ̄(T )|. ↑
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15.2.11. Exemple. Vom fixa un element R ∈ Rs
f (εS) şi vom urmări ce-i corespunde

lui ı̂n restul claselor - vârfuri ale exagonului Rs
f (S),R(S),K(S),Ks

f (µM̃),K(M̃),R(M̃) (vezi

diagrama 15.3.4).

Există un Γ ∈ R(Mp) astfel ı̂ncât R = S ∗sr Γ, de exemplu, Γ = R∨ Γ0 (Teorema 13.3.8).

1. ψ(R) = S ∩ R, sau ψ(R) este subcategoria plină a tuturor spaţiilor Γ-complete şi cu

topologia slabă. La rândul său R = SεS(S ∩R).

2. ψ1(R) = M̃ ∩R, sau |ψ1(R)| = {mX|X ∈ |R|}).
O altă descriere a subcategoriei ϕ1(R) poate servi:

ψ1(R) este subcategoria plină a tuturor obiectelor cu topologia Mackey, care ı̂n toplogia slabă

sunt Γ1-complete, şi R = QεS(M̃ ∩R).

3. δ(R) (vezi Teorema 15.2.7). R = γδ(R).

4. δc(R) = QµM̃δ(R), sau δc(R) este subcategoria plină a tuturor obiectelor care ı̂n topologia

Mackey aparţin subcategoriei δ(R), şi R = γcδc(R).

5. ψ̄δc(R) = S ∩ δc(R) subcategoria plină a tuturor obiectelor X pentru care dσX este un

spaţiu Γ1-complet, şi R = γcφ̄ψ̄δc(R).

15.2.12. Teoremă. Fie R ∈ Rs
f (εS). Atunci:

1. Subcategoriile δ(R) şi ψ1(R) sunt dual izomorfe.

2. Subcategoriile ψ̄δc(R) şi ψ1(R) sunt dual izomorfe.

3. Subcategoriile δ(R) şi ψ(R) sunt dual izomorfe.

4. Subcategoriile ψ̄δc(R) şi ψ(R) sunt dual izomorfe.

↓ 1. Examinăm restricţia aplicaţiei δ : Rs
f (εS) → K(M̃) pe subclasa R(M̃) δ1 : R(M̃) →

K(M̃). Pentru T ∈ K(M̃) şi A ∈ |T | avem dτ (A) ∈ |M̃| şi dτdτ (A) = mA = A, deoarece

A ∈ |T | ⊂ |M̃|. De asemenea pentru f : A → B ∈ T dτdτ (f) = m(f) = f. Astfel restricţia

functorului dτ : C2V → M̃ pe subcategoria M̃ ∩ R şi pe subcategoria δ(R) stabileşte un

izomorfism dual al lor.

M̃ ∩R = ψ(R) δ(R) M̃ ∩R.-dτ -dτ

2. Rezultă din p.1* şi Teorema 14.12.1 p.7.

3. Rezultă din p.1 şi Teorema 14.12.1 p.7.

4. Rezultă din p.1-3. ↑
15.2.12*. Teoremă. Fie T ∈ Ks

f (µM̃). Atunci:

1. Subcategoriile ψ̄1(T ) şi ψ1γc(T ) sunt dual izomorfe.

2. Subcategoriile ψ̄(T ) şi ψγc(T ) sunt dual izomorfe.

3. Subcategoriile ψ̄(T ) şi ψ1γc(T ) sunt dual izomorfe.
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4. Subcategoriile ψ̄1(T ) şi ψγc(T ) sunt dual izomorfe. ↑
15.2.13. Definiţie. Pentru R ∈ Rs

f (εS) perechea (δc(R),R) se numeşte pereche de subcat-

egorii (τ, σ)-conjugate, perechile (δ(R), ψ1(R)), (ᾱδ(R), ψ1(R)), (δ(R), ψ(R)) şi (ᾱδ(R), ψ(R))

se numesc (τ, σ)-duale.

15.2.14. Să indicăm unele rezultate ce ţin de Teorema 15.2.8.

Teoremă.Fie T ∈ K(M̃). Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. γ(T ) ∈ R(Mp).

2. dτ (t
dτX) ∈Mp pentru orice X ∈ |C1V|.

3. Pentru orice obiect X ∈ |C2V| mulţimile absolut convexe slab compacte ale spaţiilor X şi

tX sunt unele şi aceleaşi.

4. Laticele R(Mp) ∩ Rs
f (εS) şi K(δ(lΓ0),M̃) sunt izomorfe.

↓ 1 ⇒ 2. Să demonstrăm că dτ (t
dτX) : mX → dτ tdτX este R-replica obiectului mX. Fie

Y = mX. Atunci mY , şi cu el şi uX , este un izomorf şi afirmaţia este demonstrată.

2⇒ 1. În virtutea faptului că pătratul (1) (vezi 15.2.8) este cocartezian.

3⇒ 1. Fie A o mulţime absolut convexă şi slab compactă ı̂n spaţiul X. Atunci ea este slab

compactă şi ı̂n spaţiul tX. Astfel polara B1 a mulţimii A ı̂n spaţiul dτX şi polara B2 a mulţimii

A ı̂n spaţiul dτ tX sunt vecinătăţi ale lui zero ı̂n spaţiile respective. Avem B1 ⊂ B2 şi B1 ⊂
B2 ∩ dτX. Să verificăm incluziunea inversă. Fie f ∈ B2 ∩ dτX. Atunci f : tX → K, |f(A)| ≤ 1,

odată ce f ∈ B2, deoarece f ∈ dτX f este continuu pe X. Astfel B1 = B2 ∩ dτX. Aşadar

ı̂nchiderea lui B1 ı̂n spţiul dτ tX este B2.

1⇒ 3. Fie A o mulţime convexă şi slab compactă a spaţiului Y. Atunci polara ei A0 este o

vecinătate a lui zero ı̂n spaţiul dτY. Avem rmYt : mY → dτ tdτY şi dτ tdτdτY = dτ tmY = dτ tY.

rdτYt : dτY → dτ tY, (r
Y
t )′ : tY → mY.

Deoarece rdτYt ∈ Epi ∩Mp şi A0 este o vecinătate a lui zero ı̂n dτY, deducem că ı̂nchiderea

Ā0 este o vecinătate a lui zero ı̂n dτ tY. Astfel polara Ā00
este o mulţime slab compactă a

spaţiului tY şi A0 ⊂ Ā0. Atunci Ā00
= A. Incluziunea A0 ⊂ Ā0, rezultă din faptul că A0 este o

submulţime ı̂nchisă ı̂n Ā0 ı̂n spaţiul dτ tY. Am demonstrat că A este o mulţime slab compactă

ı̂n spaţiul tY.

Faptul că o mulţime slab compactă a spaţiului tY este şi o mulţime compactă şi a spaţiului

Y, este evident.

Un alt rezultat referitor la demonstraţia 1⇔ 3 vezi [Bn, 1984] Teorema 2.12.

4. Deoarece aplicaţiile δ şi γ sunt monotone. ↑
15.2.15. Să examinăm operaţiile δτ : R→ K(M̃) şi γ : K(M̃)→ Rs

f (εS).

453



15.3. Diagramele produsului semireflexiv

15.3.1. Teoremă.Fie (K,L) ∈ Pc, T ∈ K,K ⊂ T ,U ∈ Rc şi L ⊂ U . Din Teoremele

14.1.4, 14.6.4, 14.7.4, 14.7.5 şi 14.11.2 rezultă izomorfismul laticei Rs
f (εL) şi laticele R(K),

R(L),Nd(L), Rk(L) şi Rs
f (εL, εT ). ↑

R(K) Rs
f (εL)
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6

@
@
@

@
@@I
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Figura 15.3.1

15.3.1*. Teoremă. Fie (K,L) ∈ Pc,U ∈ Kc,K ⊂ U şi H ∈ R. Din Teoremele 14.1.4*,

14.10.4*, 14.11.2* rezultă izomorfismul laticei Ks
f (µK) şi laticele K(K),K(L),Kh

h(K) şi Ks
f (µK, µT ). ↑

Corolar. Fie (K,L) ∈ Pc, iar H ∈ R L ⊂ H,U ∈ Kc şi K ⊂ U . Atunci obţinem următoarea

diagramă.
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Figura 15.3.2
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15.3.2. În cazul perechii de subcategorii conjugate (M̃,S) diagrama 15.3.1 poate fi com-

pletă ı̂n virtutea Teoremelor 14.2.2, 14.3.2, 14.4.2, 14.5.2 şi 14.6.2.

Teoremă. Fie L ∈ R(Eu) şi T ∈ Rc. Laticea Rs
f (εS) este izomorfă cu laticele R(M̃), R(S),

Nd(L), Kt
t(T ),Γλ(S),Rm(εL),Rj(εL) şi Γ1(S). ↑
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Figura 15.3.3

15.3.3. Teoremă. Din Teoremele 14.2, 14.3 şi 14.8 rezultă izomorfismul laticei Rs
fg(εL)

cu laticele Γ1(L) şi Γλ(L) pentru L ∈ Rc şi cu laticea Rg(L) pentru L ∈ Rex. ↑
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1

LG

)(L
l

G

glj

l

j

gj

gly

l

y

gy

Figura 15.3.4

15.3.4. Notaţii. Explicaţiile la următoarea diagramă: ϕ2(R) = SεS(R) pentru R ∈ R
(vezi Teorema 10.4.2), ϕ̄2(T = QµM̃(T ) pentru T ∈ K (vezi Propoziţia 10.4.1).

Aplicaţiile ϕ, ϕ``, ϕ̄ şi ϕ2 sunt definite cu ajutorul operaţiei SεL.
Aplicaţiile ϕ̄1, ϕ

k
k, ϕ1 şi ϕ̄2 sunt definite cu ajutorul operaţiei QµK.
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În următoarea diagramă aplicaţiile notate cu săgeţi continui au fost definite, cele notate cu

săgeţi ı̂ntrerupte sunt reprezentate ca compoziţia primelor.

a

a

b

b

Figura 15.3.5
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15.3.5. Teoremă. Fie K, T ∈ K,M̃ ⊂ T ,L ⊂ R(Eu),U ∈ Kc,K ⊂ U şi H ∈ R. Atunci

următoarea diagramă este comutativă.

),( VK mm
s
fK

),( SS ee
s
fR

Figura 15.3.6
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15.3.6. Teoremă. Dacă excludem vârfurile R,Rs(εS),K şi Kf (µM̃), atunci ı̂n diagrama

rămasă, orice două aplicaţii, inclusiv cele identice, cu aceeaşi sursă şi aceeaşi adresă sunt egale.↑

Figura 15.3.7
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Capitolul 16. Exemple şi probleme ale subcategoriilor
semireflexive

16.1. Subcateogria sR a spaţiilor semireflexive

16.1.1. Fie (E, u) ∈ |C2V|, iar A familia submulţimilor mărginite ale spaţiului (E, u).

Examinăm spaţiul (E ′, t(A)) (vezi §12.1).

Definiţie. Spaţiul (E, u) se numeşte semireflexiv, dacă (E ′, t(A))′ = E ca spaţii vectoriale

Vom nota sR subcategoria spaţiilor semireflexive.

16.1.2. Teoremă (vezi [Sh, 1966], cap. IV, p. 5.5). Un spaţiu local convex (E, u) este

semireflexiv atunci şi numai atunci, când E este quazicomplet ı̂n topologia slabă. ↑
16.1.3. Teoremă. 1. sR = S ∗sr qΓ0.

2. Functorul reflector v : C2V → sR poate fi obţinut reieşind din realaţia

sR = M̃ ∗d (S ∩ qΓ0)

(vezi §12.3).

3. Functorii reflectori rs : C2V → sR şi s : C2V → S comută: rs · s = s · rs (12.3.5).

4. Fie K ∈ Kc. Atunci functorii k : C2V → K şi rs : C2V → sR comută: k · rs = rs · k. În

particular, functorii m : C2V → M̃ şi rs comută m · rs = rs ·m. ↑
5. (T on, sR) este o pereche de subcategorii (τ, σ)-duale (vezi [Sh, 1966], cap. IV, Teorema

5.5, p. c).

16.1.4. Teoremă. Pentru orice subcategorie reflectivă B cu proprietatea S ⊂ B ⊂ N ,
avem

B ∗sr qΓ0 = sR.

În particular,

S ∗sr qΓ0 = uN ∗sr qΓ0 = N ∗sr qΓ0 = sR.

↓ Este suficient de demonstrat că

N ∗sr qΓ0 = sR.

Fie X ∈ |N ∗sr qΓ0|. Atunci N -replica nX a obiectului X aparţine subcategoriei qΓ0. Astfel

nX este un spaţiu nuclear quazicomplet. Deci el este semireflexiv (vezi [Sh, 1996], III 7.2,

Corolarul 2, de asemenea IV 5.8 Exemplul 4).
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Aşadar, N ∗sr qΓ0 ⊂ sR. Deoarece S ⊂ N , rezultă că S ∗sr qΓ0 ⊂ N ∗sr qΓ0. ↑
16.1.5. Teoremă. Pentru orice subcategorie reflectivă Γ cu proprietatea qΓ0 ⊂ Γ ⊂ pΓ0,

unde pΓ0 este subcategoria spaţiilor p-semireflexive, avem

sR = S ∗sr Γ.

↓ Conform Remărcii după Propoziţia 2.2 lucrarea [D,J, 1971], un spaţiu local convex E este

semireflectiv, atunci şi numai atunci când Eσ este un spaţiu p-semireflexiv. Cu notaţiile noastre

acest moment se scrie

sR = S ∗sr pΓ0. ↑

16.1.7. Problemă. Este adevărat oare că qΓ0 = sR∨ Γ0?

16.1.8. Remarcă. Komura [K, 1964], a stabilit că există spaţii reflexive care nu sunt

complete. Astfel

Γ0 ⊂ sR∨ Γ0, Γ0 6= sR∨ Γ0.

16.2. Subcategoria spaţiilor local complete lΓ0

16.2.1. Definiţie [Ra, 1965].Un şir de elemente al spaţiului local convex E se numeşte şir

local Cauchy, dacă el se conţine şi converge ı̂ntr-un careva spaţiu EA. Spaţiul E se numeşte

local complet dacă orice şir local Cauchy converge ı̂n E.

16.2.2. Tot ı̂n lucrarea menţionată D.Röıcov enumeră următoarele proprietăţi ale spaţiilor

local complete:

1. Un spaţiu local complet rămâne local complet ı̂n orice topologie local convexă cu acelaşi

sistem de mulţimi mărginite.

2. Un spaţiu este local complet atunci şi numai atunci, când orice mulţime mărginită se

conţine ı̂ntr-un disc Banach.

3. Un spaţiu este local complet atunci şi numai atunci, când este un spaţiu b-complet ı̂n

sensul W.Slowikowski [Sl, 1961].

4. Cu notaţiile din 10.3 un spaţiu b-complet este un obiect al subcategoriei

λΓ0(N orm),

unde N orm este clasa spaţiilor normate.
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5. Astfel putem scrie

lΓ0 = λΓ0(N orm).

6. Există următoarele incluziuni

Γ0 ⊂ qΓ0 ⊂ pΓ0 ⊂ sΓ0 ⊂ lΓ0.

Ultimele două subcategorii sunt diferite din următoarele considerente: spaţiul Banach c0 cu

topologia slabă nu este secvenţial complet, dar este local complet.

Remarcă.Deoarece Γ0 = C2V ∗sr Γ0 putem spune că

lΓ0 = M̃(C2V ,Γ0).

Astfel lΓ0 ca şi orice element al clasei Rs
f (εS) poate fi privită ca o subcategorie (c, g)-semireflexivă.

16.2.3. Teoremă. Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

1. lΓ0 ∈ Rs
f (εS).

2. lΓ0 = QεS(Γ0) = QεS(M̃ ∩ Γ0). În particular lΓ0 este cel mai mic element al laticei

Rs
f (εS) ∩ R(Mp).

3. X ∈ |lΓ0| ⇔ mX ∈ |Γ0|, unde mX este M̃-coreplica lui X.

4. (M̃, lΓ0) este TTR.

5. lΓ0 este cea mai mică subcategorie Γ a clasei R(Mp) pentru care (M̃,Γ) este TTR.

6. (K, lΓ0) este TTR pentru orice K ∈ Kc.

7. Pentru orice (K,L) ∈ P functorul gl : C2V → lΓ0 şi k : C2V → K, l : C2V → L comută:

a) k · gl = gl · k;

b) l · gl = gl · l.
↓ 1. Deoarece mulţimile mărginite sunt unele şi aceleaşi ı̂n toate topologiile compatibile cu

aceeaşi dualitate (vezi [R,R, 1964], cap. IV, Teorema 10).

2. lΓ0 ⊂ QεS(Γ0). Fie A ∈ |lΓ0|,mA : mA → A M̃-coreplica lui A, iar gmA0 : mA → g0mA

Γ0-replica lui mA. Atunci mA se prelungeşte prin gmA.

mA = f · gmA0 . (1)

Deoarece mA ∈ Mu, iar gmA0 ∈ Epi, rezultă că f ∈ Mu. Deci f, gmA0 ∈ µM̃, sau gmA0 ∈
Eu ∩Mp = Iso. Astfel mA ∈ |Γ0|.
QεS(Γ0) ⊂ lΓ0. Deoarece Γ0 ⊂ lΓ0 şi lΓ0 ∈ Rs

f (εS).

QεS(Γ0) = QεS(M̃ ∩ Γ0) ı̂n virtutea celor expuse mai sus.
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3. Rezultă din p.2.

4. În virtutea Teoremei 11.4.8.

5. Deoarece lΓ0 este cel mai mic element al clasei Rs
f (S) ∩ R(Mp).

6.̂In virtutea Corolarului 13.3.6 p.7.

7. a) Rezultă din p.1.

b) În virtutea Teoremei 13.3.5. ↑
16.2.4. Corolar.

{(K, lΓ0)| K ∈ Kc}

este clasă proprie de TTR ı̂n categoria C2V .
16.2.5. Teoremă. Fie Γ ∈ R(Mp) şi B ∈ Bic. Atunci

1. lΓ0 ⊂ QεS(Γ) ∈ Rs
f (εS).

2. QB(Γ) ∈ Rs
f (B). ↑

16.2.6. Teoremă. Fie V ∈ V(Epi, Epi). Atunci functorii reflectori v : C2V → V şi

gl : C2V → lΓ0 comută: v · gl = gl · v.
↓ Vezi Teorema 13.3.4. ↑
16.2.7. Exemple. Fie L o subcategorie c-reflectivă, L 6= S, iar B = εL. Atunci:

1. SB(S), lΓ0,SB(S) ∩ lΓ0 aparţin clasei Rs
f (εL),

2. SB(S) ∈ R(Eu).
3. SB ∩ lΓ0 ∈ R(Eu,Mp).

16.2.8. Exerciţii. Fie R ∈ R şi Γ0 ⊂ R ⊂ lΓ0. Atunci

1. QεS(R) = lΓ0.

2. M̃ ∩R = M̃ ∩ lΓ0.

16.3. Subcateogria iR a spaţiilor inductiv semireflexive

16.3.1. Subcategoria iR se defineşte inductiv semireflxiv (vezi 12.1). Fie (E, u) ∈ |C2V|,
iar A este o bază a topologiei u. Notăm

Ã = {A0|A ∈ A}.

Definiţie [Ber, 1968]. Spaţiile Ã-inductiv semireflexive se numesc inductiv semireflexive.

16.3.2. Teoremă ([Ber, 1968], Teorema 1.5). Un spaţiu local convex este inductiv semire-

flexiv atunci şi numai atunci, când Sh-replica lui este un spaţiu complet.

Cu notaţiile noastre putem scrie

iR = Sh ∗sr Γ0,
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unde Sh este subcategoria spaţiilor Schwartz.

16.3.3. Teoremă. iR ∈ Rs
fg(ε(Sh)).

16.3.4. Din Teorema 10.2.2 rezultă

Teoremă. Fie T ∈ Nm(iR), T ⊂ Sh ∨ iR. Atunci functorii reflectori t : C2V → T şi

ri : C2V → iR comută: t · ri = ri · t.
16.3.5. Exemple (vezi 10.2.2). 1. Fie A ∈ |iR|, iar b : A → X ∈ Epi ∩Mp. Atunci

b ∈ Iso.
2. Fie A ∈ |iR| şi b : A→ X ∈Mp. Atunci b ∈Mf .

3. Subcategoria iR este ı̂nchisă ı̂n raport cu (ε(Sh ∩ iR))-subobiecte.

16.3.5. Să examinăm perechea de subcategorii conjugate (Kh,Sh). În virtutea Teoremei

10.2.2 obţinem

Teoremă. Fie K ∈ Kc şi Kh ⊂ K. Atunci functorii k : C2V → K şi ri : C2V → iR comută:

k · ri = ri · k. ↑

16.4. Subcateogria B-iR a spaţiilor B-inductiv semireflexive

16.4.1. Definiţie [Sk, 1980]. Fie (E, t) un spaţiu local convex, şi B mulţimea tuturor

discurilor Banach ı̂n (E ′, β(E ′, E)). Aplicaţiile canonice iB : (E ′
B, nB)→ E ′ cu B ∈ B definesc

topologia inductivă jB. Spaţiul (E, t) se numeşte B-inductiv semireflexiv, dacă (E ′, jB) = E.

16.4.2. Subcategoria spaţiilor B-inductiv semireflexive a fost definită de V.Sekevanov (vezi

12.1).

Propoziţie ([Sk, 1980], Propoziţia 1). Spaţiul local convex (E, u) este B-inductiv semire-

flexiv atunci şi numai atunci, când spaţiul (E,m(u)) este inductiv semireflexiv, unde (E,m(u))

este M̃-coreplica obiectului (E, u).

Astfel spus, spaţiul local convex (E, u) este B-inductiv semireflexiv atunci şi numai atunci,

când Sh-replica lui (E,m(u)) este complet (E, shm(u)) ∈ |Γ0|.
Astfel subcategoria B-iR a spaţiilor B-inductiv semireflexive este un exemplu de subcate-

gorie (c, g)-semireflexivă (vezi 12.9).

16.4.3. Teoremă. B-iR = QB(M̃ ∩ iR), unde B = µM̃ = Eu ∩Mu.

2. B-iR ∈ Rs
f (εS).

3. Orice subcategorie reflectivă Γ cu proprietatea (B-iR) ∨ Γ0 ⊂ Γ ⊂ λB-iR(S) verifică

egalitatea

B-iR = S ∗sr Γ.

4. Fie Γ1 = (B-iR) ∨ Γ0. Atunci

B-iR = M̃ ∗d (S ∩ Γ1),

463



iar functorii reflectori rb : C2V → B-iR şi s : C2V → S comută: rb · s = s · rb (vezi Teorema

12.3.5). ↑
16.4.4. Propoziţie. iR ⊂ B-iR ⊂ sR.
↓ iR ⊂ B-iR. Fie X ∈ |iR|,mX : mX → X M̃-coreplica lui X şi sXh : X → shX, s

mX
h :

mX → shmX Sh-replicile obiectelor respective. Atunci

sXh ·mX = sh(m
X) · smXh (1)

şi shX ∈ |Γ0|. Deoarece sh(m
X) ∈ Eu ∩Mu, rezultă că şi shmX ∈ |Γ0|. Deci X ∈ |B-iR|.

mX

X

)( X
h ms

mX

hs

X
hs

X
m

Xsh

mXsh

Figura 16.4.1

B-iR ⊂ sR. Fie (E, t) ∈ |B-iR|. Atunci E ′
t = (E ′, jB) este un spaţiu tonelat ca limita

inductivă a unei familii de spaţii tonelate. Astfel E ′
t = E ′

β ([R,R, 1964], Cap. IV, Propoziţia 1,

Corolar 1). Atunci (E, t) este un spaţiu semireflexiv ([Sh, 1966], cap. IV, Afirmaţia 5.5). ↑
16.4.5. Probleme. 1. Să se descrie subcategoria δc(B-iR) (τ, σ)-conjugată subcategoriei

B-iR.
2. Să se descrie subcategoria (B-iR) ∨ Γ0.

16.5. Subcateogria p-sR a spaţiilor p-semireflexive

16.5.1. Fie (E, u) ∈ |C2V| şi A familia submulţimilor precompacte a spaţiului (E, u).

Examinăm spaţiul (E ′, t(A)) (vezi 12.1).

Definiţie [D,J, 1971]. Spaţiul (E, u) se numeşte p-semireflexiv, dacă (E ′, t(A))′ = E ca

spaţii vectoriale.

Vom nota p-sR subcategoria spaţiilor p-semireflexive.

16.5.2. În lucrarea dată sunt menţionate următoarele proprietăţi ale subcategoriei p-sR.
1. p-sR ∈ R ([D,J, 1971] ((2.5) Proposition).

2. sR ⊂ qΓ0 ⊂ p-sR ⊂ sΓ0, unde sΓ0 este subcategoria spaţiilor semicomplete ((2.4)

Corollaire 2).
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3. S ∩ sR = S ∩ (p-sR) ((2.2) Remarque).

4. p-sR ∈ Rs(εS) ((2.3) Corollaire 1).

5. sR = S ∗sr (p-sR) ((2.2) Remarque).

16.5.3. Problemă. Pentru care L ∈ R p-sR ∈ Rs
f (εL)?

16.6. Subcateogria Π a spaţiilor complete cu topologie slabă

16.6.1. Propoziţie. Fie L ∈ R(Eu). Atunci Π este cel mai mic element al clasei Rs
f (εL).

16.6.2. Teoremă. (Σ,Π) este o pereche de subcategorii dual izomorfe.

↓ S-a menţionat că Π ∈ Rs
f (εS) (vezi 6.5.8). Mai departe, γ(Σ) = Π (vezi [Gr, 1973], Cap.

4, Partea 1, Propoziţia 9). Dacă X ∈ |Π|, atunci X = Kα, iar

dτ (X) = dτ (K
α) = dτ (K))α = K(α).

Astfel δ(Π) ⊂ Σ. Deoarece Σ este cea mai mică subcategorie coreflectivă nenulă şi δ(Π) este o

subcategorie coreflectivă, deducem că δ(Π) = Σ. ↑
Problemă. Este adevărat oare, dacă Π ∈ Rs

f (εL), atunci L ∈ R(Eu)?

16.7. Unele latici de tipul Rs
f(εL)

16.7.1. Laticea Rs
f (εΠ).

Deoarece εΠ = Epi ∩Mu, rezultă că pentru orice R ∈ R şi orice X ∈ |C2V| rX ∈ εΠ. Deci

Rs
f (εΠ) = {C2V}.

16.7.2. Laticea Rs
f (εS).

1. Specific pentru subcategoria S este faptul că ı̂n Figura 9.5.4. pentru B = Eu ∩Mu avem

L = V = S. Astfel S este o Epi-varietate şi o subcategorie c-reflectivă.

2. R(Eu) ∩ Rs
f (εS) = {C2V}.

Formulăm următoarele proprietăţi, lăsându-le ca exerciţii pentru cititori.

3. S = Γ0 ∗sr Π.

4. Fie Γ ∈ R(Mp). Atunci Γ ∗sr Π ⊂ S.
5. Fie Γ ∈ R(Mp). Atunci S = Γ ∗sr (S ∩ Γ).

6. Fie R ∈ R(S). Atunci S = Γ ∗sr R, unde Γ = R∨ Γ0.

7. Subcategoria sR a spaţiilor semireflexive o putem scrie

sR = S ∗sr qΓ0 = (Γ ∗sr Π) ∗sr qΓ0.
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16.7.3. Laticea Rs
f (εΓ0).

Avem εΓ0 = Epi ∩Mp. Astfel, dacă R = Rs(εΓ0), atunci R ∈ R(Eu).
Pentru laticea Rs

f (εΓ0) sunt adevărate următoarele proprietăţi:

1. R ∈ Rs
f (εΓ0) atunci şi numai atunci, când R ∈ R(Eu) şi R este ı̂nchisă ı̂n raport cu

extensii: (Epi ∩Mp)-factorobiecte: Rs
f (εΓ0) = R(Eu) ∩ Rex.

2. Rc ⊂ Rs
f (εΓ0).

3. Subcategoria spaţiilor nucleare N aparţine clasei Rs
f (εΓ0) : N ∈ Rs

f (εΓ0).

4. Avem Rne ∩ R(Eu) 6= �. Dar Rne ∩ Rs
f (εΓ0) = �.

5. Fie R ∈ R(Eu) ∩Rf (Γ). Atunci R ∈ Rs
f (εΓ0) şi R = Γ ∗sr (R∧ Γ).

16.8. Unele probleme ale subcategoriilor semireflexive

La examinarea exemplelor din laticele Rs
f (εL), următoarele probleme sunt standarte. Unele

din aceste probleme pot fi abordate la ı̂nceput pentru L ∈ Rc.

16.8.1. Fie R ∈ Rs
f (εL). Este adevărată sau nu incluziunea L ∩ Γ0 ⊂ R?

Dacă L∩Γ0 ⊂ R, atunci R = L∗sr (R∨ (R∨Γ0)) (Teorema 13.3.3). Astfel R ∈ Rs
fg(εL).

16.8.2. Fie R ∈ Rs
f )εL).

1. Întotdeauna nucleul de drepta Nd(R,L) posedă cel mai mare element?

2. Este adevărat oare, că cel mai mare element ı̂n Nd(R,L), dacă el există, este λR(L)?

3. Este adevărat oare, că λR(L) este ı̂ntotdeauna cel mai mare element al clasei Nd(R,L)?

16.8.3. Fie R ∈ R. Atunci C2V ∈ Nm(R). În ce condiţii clasa Nm(R) posedă cel mai mic

element?

16.8.4. Fie R ∈ Rs
f (εL).

1. Să se descrie elementele B ∨R când B ∈ Nm(R).

2. Să se descrie elementele R∨ Γ0.

16.8.5. 1. În categoria U2 a spaţiilor uniforme Hausdorff şi ı̂n categoria C2Ab a grupurilor

local convexe Hausdorf să se studieze subcategoriile c-reflective şi perechile de subcategorii con-

jugate.

2. În categoriile U2 şi C2Ab să se studieze subcategoriile L-semireflexive.
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ANEXE

1. Termeni

A

A-semireflexivitatea 12.1.1

B

β-topologie 6.2.19

C

categorii dual izomorfe 15.2.12

centrul clasei structurilor de factorizare

11.5.1

categorie conexă 1.2.5

- colocal mică 1.5.13

- local mică 1.5.13

clasă bicompletă 2.7.8

- de epi saturată superior 2.3.1

- de mono saturată inferior 2.3.1

- de morfisme A-coereditară 1.1.7

- - - A-ereditară 1.1.7

- - - a-coereditară 1.1.7

- - - a-ereditară 1.1.7

- - - - coereditară 1.1.7

- - - ereditară 1.1.7

- - - saturată superior 2.2.1

- - - inferior 2.2.1

- - completă la dreapta 2.2.2

- - - la stânga 2.2.2

- - - stabilă la dreapta 1.3.16

- - - - la stânga 1.3.16

compactificaţia Stône-Cheh 2.4.6

c-covarietate 9.4.10

c-varietate 9.5.19

D

diagrama produsului de dreapta (PD)

11.1.4

- - de stânga (PS) 11.1.4

- - de dreapta cartezian (PDS) 11.3.1

- - de stânga cocartezian (PSC) 11.3.2

δτ (R)-coreplica 15.2.7

δτ (T )-coreplica 15.2.7*

dreapta Sergerfrey 5.2.3

E

(E ,M)-coereditară 2.7.2

(E ,M)-ereditară 2.7.2

epi esenţial 2.6.6

- universal 2.4.4

F

factortopologie 1.5.12

familie totală de funcţionale 9.2.8

functori adjuncţi 1.7.1

- comutativi 10.2.2

- contravarianţi 1.6.3

- covarianţi 1.6.3

G

grup divizibil 5.1.5

- injectiv 5.1.5

grupoid 12.8.6

grupul Rc 10.4.6

γ̄(R)-coreplica 15.2.9

γ(T )-replica 15.2.8

K

x-functor 6.2.16
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L

latice modulată 8.4.5

latice izomorfă 15.3.1

- pentagon 8.4.4

limită inductivă 1.5.3

- proiectivă 1.5.3

M

modul liber 5.1.5

- injectiv 5.1.5.

- proiectiv 5.1.5

mono esenţial 2.6.6

- universal 2.4.4

monoid comutativ 10.2.6

morfism de calcul wX 3.2.2

- functorial 1.6.3

- R-perfect 6.4.1

- tare (strong, forte) 2.1.4

morfisme ortogonale de sus, jos 2.1.1

mulţime parţial ordonată 1.5.1

N

nucleele subcategoriei 13.1.5

O

obiect liber 4.1.1

- mic 3.3.1

- dual mic 3.3.1

- iniţial 3.1.1

- final 3.1.1

- nul 1.3.14

- Mf -injectiv 5.6.5

- (K,A)-semicoreflexiv 12.2.1

- (L,A)-semireflexiv 12.2.1

- J -injectiv 5.1.1

- P-proiectiv 5.1.1

operator conjugat 15.1.1

operaţia λ, λR 10.3.1

operaţia ρ 10.4.1

operaţie binară 12.8.2

P

pereche de subcategorii bisemireflexive

12.9.7

- - - conjugate 6.4.2

- conucleară 1.3.7

- nucleară 1.3.7

polara mulţimii 5.6.5

(P .I)-factorizare 2.4.1

(P .I)-pereche 12.2.11

produs 12.1

- de dreapta 11.1.4

- - - cartezian 11.3.1

- - - cocartezian 11.3.1

- - stânga 11.1.4

- - - cartezian 11.3.2

- - - cocartezian 11.3.2

- - de morfisme 1.2.11

- semicoreflexiv 12.2.1

- semireflxiv 12.2.1

pătrat cartezian 1.3.1

- cocartezian 1.3.1

S

semireflexivitatea functorială 12.1.13

- inductivă 12.1.7

semigrup comutativ 9.5.12

sfera Banach 12.1.11

spaţiu (A,A)-reflexiv 12.1.4

- Ã-inductiv semireflxiv 12.1.8

- bornologic 6.1.9
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- cu topologie Schwartz 6.7.16

- - - slabă 6.7.16

- normal 5.2.3

- nuclear 6.7.16

- P-semireflexiv 12.1.2

- P-reflexiv 12.1.3

- real compact (Hewitt) 5.3.1

- tonelat 6.1.9

- t-semireflexiv 12.1.13

- t-reflexiv 12.1.13

- topologic Tihonov 2.5.6

- ultralornologc 6.1.9

- ultranuclear 6.7.16

- quasitonelat (intratonelat) 6.1.9

- - zerodimensional 6.7.15

- - - compact 6.7.15

- - - perfect 5.4.1

subcategorie A-coreflectivă 4.1.3

- A-reflectivă 4.1.3

- bireflectivă 6.1.9

- c-coreflectivă 6.4.2

- c-reflectivă 6.4.2

- c-covarietate 9.4.33

- c-varietate 9.4.33

- saturată 6.1.1

- semicoreflexivă 6.1.8

- semireflexivă 6.1.8

suficiente obiecte I-injective 5.1.1

- - P-proiective 5.1.1

Ş

şir exact 1.3.14

- - la dreapta 1.3.14

- - - stânga 1.3.14

T

teorie de tirsiune relativă (TTR) 11.4.1

- - - - de dreapta (TTRD) 11.4.1

- - - - - stânga (TTRS) 11.4.1

topologie Mackey 1.2.9

- inductivă 1.2.9

- slabă 5.7.16

T1-spaţiu 5.2.2

Z

Z-coqer 1.4.1

Z-ker 1.4.1

Z-morfisme 1.4.1

2. Simboluri

1.1.3 Mono, Epi,Bim, Iso,Sec, Ret

1.1.5. A ◦ B

1.1.6. A ◦ A

1.2.11 Πfi

1.2.15 Sτ
1.2.16 Pτ
1.3.2 eq(f, g), coeq(f, g)

1.3.4 ker f, cokerf

1.3.5 Eq, Coeq,Ker, Cok

1.5.14 C2V ,U2

1.5.15 Card, Card∗, Ord,Ord∗

1.5.16 M-inf, M-sup, E-inf, E-sup

1.7.3 R(C),K(C)

2.1.2 K⊥,Kq,L⊥,Lp
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2.1.4 Ef ,Mf

2.2.2
∐
ai

2.4.4 Mu, Eu, Ep,Mp

2.4.6 βX

2.4.8 (Eu,Mp),Mu

2.4.10 A↓,A↑

2.4.12 (Ep,Mu)

2.5.3 B
2.5.5 (Epi,Ker)
2.5.10 (P ′′f , I ′′f ), (P ′f , I ′f )
2.6.6 Ee,Me

2.7.8 Bic
3.2.2 wX

6.1.8 SM(A), QE(A),

t0, T on, qT on, Bor, uBor,
Kp, Rc, sR, Bis, As(B),

Af (B), Ks
f (B), Ks(B),

Kf (B) Ks
f (B) Rs(B),

Rf (B) Rs
f (B)

6.2.11 R, K, Skr, R(L), K(T )

6.2.15 r(A), k(A)

6.4.1 εR, µK
6.4.3 Pc,Rc,Kc

6.5.1 R(lε),R(lεε)

6.5.4 Kπ
6.6.1 U(R),V(R),Uc(K),Vc(K)

6.6.4 (P ′′(R), I ′′(R)), (P ′(R), I ′(R)),

(E ′′(K),M′′(K)), (E ′(K),M′(K))

6.6.6 Lρ,Lα
6.6.12 Bεp(L),Bεp
6.6.16 (P ′′d (R), I ′′(R)), (P ′d(R), I ′d(R))

6.6.22 BR, (E0,M0), (E0,M0)

6.7.9 Rex,Rne

6.7.10 l2I , EI

6.7.15 D
6.7.14 uN , Sh, c0(m), l∞(m), l1(m),

C([0, 1])

7.1.1 R(P), R(I), R(P , I) K(P), K(I),

K(P , I)

7.1.4 S̄

7.2.3 Γ̄0

7.3.1 λ(A), λR(A) λ∗(A), λ∗R(A) Ḡ(R),

G(R),A′′(R), Γ̄0

7.4.5 Rs(εL)

7.5.2 R̃
8.1.1 (P(A), I(A))

8.2.1 (αK(E), αK(M))

8.2.2 (βR(P), βR(I))

8.2.7 (E ′p,M′
u)

8.3.5 A(L,R),B(L,R)

9.1.17 dτ , dσ,m, s

9.2.7 m(τ)

9.2.10 Bi
9.2.16 Lτ ,Kτ
9.2.18 N
9.2.23 cuN
9.3.1 Rnu,Knu

9.3.2 Bbf , Bfb, Bbp, Bpb, Bεf , Bfµ, Bεu, Buµ,
Bεp, Bpµ

9.3.10 Ru(Γ0),Re(Π,Γ0)

9.3.11 ϕa, ψa

9.3.13 ϕb, ψb

9.4.2 V(P , E),
c

V(I,M)

9.4.5 Vm
9.4.7 V(ϕm),V(ϕ)

9.4.11 VP,E(A)

9.4.20 Vs(B, E), Vf (B, E) Vs
f (B, E)

c

V s(B,M),
c

V f (B,M),
c

V s
f (B,M)
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Bir(E),
c

Bir (M), Birs(B, E),

Birf (B, E) Birsf (B, E),
c

Bir s(B,M)
c

Bir f (B,M), Birsf (B, E),
c

Bir sf (B,M)

9.5.11 Vpb

10.1.3 Γ−τ , qΓ0, sΓ0

10.1.7 Supp(f)

10.1.10 λσ

10.2.6 Fg(T ), Fd(H), Tg(T ), Td(H)

10.3.1 λ(A)

10.4.1 ρ(L,R)

10.4.10 TTR

10.4.11 B̄(R), R̄
11.1.4 V = K∗dR,W = K∗sR, (PD), (PS)

11.3.1 V̄ = K ∗dc R, (PDC)

11.3.2 W̄ = K ∗sc R, (PSC)

11.4.1 TTRS, TTRD, TTR

11.5.1 C(B)

12.1.14 dk, dp, t · dβ
12.2.1 L ∗sr A, K ∗sc A
12.2.9 Rsm

f (εL)

12.2.13 (Ē(K),M̄(K))

12.5.12 B(R), A′′(R), Ḡ(R)

12.5.15 Uρ(R,L)

12.9.1 P(L,Γ),PME , F (T ), G(T )

12.9.3 B-iR
12.9.19 Kp

13.1.5 Nm(R), Ns(R,L), Nu(R,L),

Nd(R,L), Nλ(R,L), Nḡ(R,L),

Rs
fḡ(εL), Rs

fg(εL)

13.5.1 Pd, Ts

14.1.1 A(µK), B(µK), ϕ1, ψ1

14.1.1* ϕ̄, ψ̄

14.1.2 K(µK), D(εL)), ϕ̄1, ψ̄1

14.1.2* ϕ, ψ

14.1.7 Kp, Rs, Ks
r, Rc

r

14.2.2 RM(L), KE(K)

14.3.1 Γ1(L)

14.3.3 ϕg, ψg

14.4.1 Γλ(L)

14.4.3 ϕλ, ψλ

14.5.1 A(R)

14.5.1* B(U)

14.5.2 ϕm, ψm

14.5.2* ϕ̄m, ψ̄m

14.6.1 Aj(R), Rj(εL), ψj

14.6.1* Bj(U), Kj(µK), = ψ̄j

14.6.2 ϕj, ψj

14.6.2* ϕ̄j, ψ̄j

14.7.1 Rs
fu, R(V ,L), ϕu, ψu

14.8.1 Rg(L), ψgl

14.8.2 ϕgl

14.9.1 Nd(L)

14.9.4 ϕn, ψn

14.10.2 Bk(T ), Rk(T ), Rk(T ), Rk
k(T )

14.10.2* Bl(H), Kl(H), Kl(H), Kl
l(H)

14.10.4 ϕtt, ψ
t
t

14.10.4* ϕ``, ψ
`
`

14.11.1 Rs
f (εL, εT )

14.11.2 ϕlt, ψlt

14.11.2* ϕ̄uk, ψ̄uk

15.2.2 δτ , γ, δσ, γ̄, ϕ2, ϕ̄2 δ, δ̄

15.2.4 δ1, γ1, δc, γc, δ̄1, γ̄1, ᾱ, β̄, α, β

16.1.3 sR
16.2.2 `Γ0

16..3.2 iR
16.3.4 ri

16.4.3 B-iR
16.5.1 p-sR
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3. Categorii

1.1.10 Ann1

1.2.3 Ens, R-Mod

1.2.4 C2V
1.3.10 Gr,Ab,Ann
1.5.5 Vect
1.5.14 U2

2.4.6 T h
2.5.6 T2

2.5.10 U2

3.1.3 R̃
4.1.4 Ann,V
5.2.6 T norm, Comp2

5.3.1 Q
5.4.4 T op
5.5.2 CV
6.7.15 Q, Comp2,Z,Zc
6.7.16 S, uN ,N ,Sh
8.3.5 A(L,R),B(L,R)

4. Functori

1.2.15 Sτ
1.2.16 Pτ
3.9.2 hA

4.1.2 r, i

4.1.4 l

4.1.5 id

6.1.6 r

6.2.16 x-functor

6.7.6 π, g0, s

6.7.7 σ

7.5.2 r̃

9.1.17 dτ , dσ

9.2.15 rs, ri

9.2.19 n

9.2.19 u

9.2.16 lτ , kτ

9.2.21 sh

9.4.9 σ

10.1.5 gτ

10.1.6 g0

12.1.14 dβ

12.9.1 t0

15.1.5 dσ, dτ

5. Structuri de factorizare

2.4.1 (P , I)

2.4.7 (Eu,Mp)

2.4.8 (Ep,Mu)

2.5.2 (Epi,Mf ), (Ef ,Mono)

2.5.3 B
2.5.5 (Epi,Mono), (Ret,Sec), (Cok,Ker)
2.5.9 (Epi, Eq),
2.5.10 (P ′′f , I ′′f ), (P ′f , I ′f )
6.2.12 Bεp
6.4.6 (εR, (εR)⊥)

6.4.9 ((µK)>, µK)

6.6.4 (P ′′(R), I ′′(R)), (P ′(R), I ′(R)),

(E ′′(K),M′′(K)), (E ′(K),M′(K))

6.6.6 Lρ(R), Lx(K)

6.6.12 Rεp(L), Bεp
6.6.16 (P ′′d (R), I ′′d (R)), (P ′d(R), I ′d(R)),

(E ′p,M′
u)

2.7.8 Bic

8.1.2 (P(A), I(A))

8.2.4 (αK(E), αK(M))

8.2.4* (βR(P), βR(I))

478



6. Subcategorii şi clase de subcategorii coreflective

1.7.14 K(C),K(C ′)
4.1.5 K(A)

4.2.1 Σ

6.1.6 M̃, T on
6.1.9 Kp,Bir, M̃, T on, Bor, uBor,Bar, qBar
6.2.12 K, K(C), K(I)

6.4.3 Pc, Kc, Kc(A)

6.5.4 KΠ

7.1.1 K(P),K(I),K(P , I)

9.2.16 Kτ
9.2.21 Ch

9.2.22 λ∗(A)

9.2.23 cuN
9.3.1 Knu

9.4.2
c

V(I,M),
c

V(M)

9.4.20
c

V s(B,M),
c

V f (B,M),
c

V s
f (B,M),

c

Bir s(B,M),
c

Bir f (B,M),

c

Bir sf (B,M)

10.2.6 Tg(T ), Fg(T )

10.2.11 Fd(H,H1), Tg(T , T1), Fdv(H),

Fgv(T ), Fdc(H), Fgc(T )

10.3.1 λ∗K(A), λ∗(A)

11.1.4 K ∗s R
11.2.2 P−t , K−(τ), Q−(τ), Q−(w1)

11.3.2 K ∗sc R
12.2.1 K ∗sc A
12.9.12 Kp

14.1.7 Kp, Rs, Kc
r, Rc

r, Rs,

14.1.2 Kp

14.2.2 KE(K)

14.5.1* B(U),Km(µK)

14.6.1* Bj(U),Kj(µK)

14.10.2 Kl(H), Kl(H), Kl
l(H)

14.11.1 Ks
f (µU , µV)

7. Subcategorii şi clase de subcategorii reflective

1.7.4 R(C), K(C ′)

4.1.5 R(A)

6.1.9 sR, Rs

6.2.12 R, R(C), R(L)

6.4.3 Pc, Rc, R(A), Bic

6.4.7 SM(R)

6.6.15 S,Γ0

6.7.9 Rex, Rne

7.1.1 R(P), R(I), R(P , I), G(R), Ḡ(R),

7.1.6 S̄

7.3.1 B(R), λ(A), λR(A), A′(R), A′′(R)

8.5.5 R(Γ0)

9.2.1 R̄

9.2.15 sR, iR

9.2.16 Lτ
9.2.23 ¯̄R

9.3.1 Rnu

9.3.10 Ru(Γ0), Re(Π,Γ0)

9.4.2 Vs(P , E), V(E)

9.4.5 Vm
9.4.7 V(ϕm), V(ϕ)

9.4.17 K ∗d R, K ∗dc R
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9.4.20 Vs(B, E), Vf (B, E),Vs
f (B, E),

Bir(E), Birs(B, E), Birf (B, E),

Birsf (B, E)

9.5.5 Vb(Eu, Epi)
9.5.11 Vpb

10.1.3 Γ−τ , qΓ0, sΓ0

10.1.10 ϕv(R)

10.2.6 Td(H), Fd(H)

10.2.11 Fd(T , T1), Fdv, Fdc

10.3.1 λR(A), λ(A)

10.4.1 ρ(L,R)

10.4.11 R̄
11.1.4 K ∗d R
11.3.1 K ∗dc R
12.2.1 L ∗sr A

12.5.1 Rs(εL)

12.6 Rf (εL)

12.7 Rs
f (εL)

12.9.1 P(L,Γ), F(T ), T ′, T ′′, Γ′, Γ′′, Pµε
13.5.1 Pd,Ps

14.2.2 RM(L)

14.3.1 Γ1

14.4.1 Γλ

14.5.1 A(R),Rm(εL),Rd,Ps

14.6.1 Aj(R)

14.7.1 R(V ,L), Rs
fu(εL)

14.8.1 Rg(L)

14.10.2 R(T ), Rk(T ), Rk(T ), Rk
k(T )

14.11.1 Rs
f (εL, εT )

8. Subcategorii şi clase de subcategorii semi(co)reflective

6.1.8 Ks(B), Kf (B),

Ks
f (B), Rs(B),

Rf (B), Rs
f (B),

6.5.1 R(lε), R(lεε)

12.1.9 iR
12.2.3 B-iR
12.2.9 Rsm

f (εL)

12.9.3 B-iR

12.9.9 lΓ, sR, iR
13.5.4 Rsm

f (εL)

13.5.5 Rs
fg(εL)

9. TTR

10.4.10

11.4

12.9.9

12.9.11

12.9.11*

13.3.5
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10. Aplicaţii reciprce inverse

6.6.13 ϕ′′, ψ′′

9.3.11 ϕa, ψa

9.3.13 ϕb, ψb

9.3.16 ϕα, ψα

12.9.12 ϕ1, ψ1

12.9.12* ϕ̄1, ψ̄1

14.1.1 ϕ1, ψ1

14.1.1* ϕ̄, ψ̄

14.1.2 ϕ̄1, ψ̄1

14.1.2* ϕ, ψ

14.1.4 ϕ1, ψ1

14.1.4* ϕ̄1, ψ̄1

14.1.12 ϕ1, ψ1

14.1.12* ϕ̄, ψ̄

14.2.4 ϕ, ψ

14.2.4* ϕ̄1, ψ̄1

14.2.6 ϕ, ψ, ϕ̄1, ψ̄1

14.3.2 ϕg, ψg

14.3.3 ϕg, ψg

14.4.2 ϕλ, ψλ

14.4.3 ϕλ, ψλ

14.5.2 ϕm, ψm

14.5.2* ϕ̄m, ψ̄m

14.6.2 ϕj, ψj

14.6.2* ϕ̄j, ψ̄j

14.7.1 ϕu, ψu

14.8.2 ϕgl, ψgl

14.9.4 ϕn, ψn

14.10.4 ϕtt, ψ
t
n

14.10.4* ϕll, ψ
l
l

14.10.5 ϕ1, ψ1

14.10.5* ϕ̄, ψ̄

14.11.2 ϕlt, ψlt

14.11.2* ϕ̄uk, ψ̄uk

15.2.7 δ, γ

15.2.7 δ̄, γ̄

11. Probleme

2.6.8

5.2.9

5.3.3

5.8.6

5.8.7

6.1.9*

6.1.12

6.2.14

6.5.7

6.5.12

6.6.23

6.7.13

7.1.12

7.5.4

7.5.5

8.4.9

9.2.23

9.3.6

9.3.15

9.5.11

10.1.13

10.1.14

10.1.15

11.1.23

11.4.14

11.5.7

12.5.19

12.9.13

13.2.4

13.5.8

16.1.7

16.4.5

16.5.3

16.8.1-16.8.5
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12. Exerciţii

1.1.8;

1.2.13;

1.2.17;

1.3.3;

1.3.6;

1.3.8;

1.3.13;

1.3.15;

1.3.19;

1.4.2;

1.5.4;

1.5.14

1.5.17;

2.4.11;

2.4.13;

2.5.9;

2.6.3;

2.6.4;

2.7.9;

2.7.11;

3.1.2;

3.3.2;

4.1.5;

4.4.2;

5.2.3;

5.8.5;

6.1.5;

6.1.11;

6.2.8;

6.2.15;

6.2.20;

6.2.21;

6.2.22;

6.2.23;

6.4.4;

6.4.8;

6.4.9;

6.5.5;

6.6.19;

6.6.20;

6.6.21;

6.6.22;

6.7.12;

7.2.1;

7.3.5;

7.4.5;

8.3.2;

8.3.10;

9.1.4;

9.2.11;

9.3.2;

9.3.3;

9.3.7;

9.3.8;

9.4.19;

9.4.26;

9.4.27;

9.4.28;

9.4.29;

9.4.30;

9.5.6;

9.5.9;

9.5.10;

10.1.1;

10.1.12;

10.2.9;

10.4.9;

11.1.19;

11.1.20;

11.1.21;

11.1.22;

11.3.20;

11.5.3;

12.2.2;

12.2.3;

12.2.15;

12.2.16;

12.4.6;

12.5.18;

12.7.1;

12.7.16;

12.8.4;

12.8.5;

13.2.1;

13.5.2;

13.5.3;

13.5.5;

15.1.12;

15.1.14.
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Pentru notiţe
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Pentru notiţe
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